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ВОЗВРАТ К ВОПРОСУ 0 ТОЧНОСТИ ПРЕДЕЛЬНОЙ ФОРМУЛЫ 
ЛАПЛАСА 


Предлагаемая статья даег удобную для приложений оценку погреш- 
ности классической формулы Лапласа в общем случае схемы Берпуали, 


1. Перебирая старые бумаги перед отъездом из Ленинграда, я слу- 
чайно разыскал черновой набросок своей статьи * «Об одном видоизме- 
нении неравенства Чебышева и о погрешности формулы Лапласа», во 
второй части которой был указан новый подход к оценке погрешности 
формулы Лапласа и, в частности, была доказана следующая теорема: 

Пусть производится п опытов по схеме Бернулли, причем р есть 
вероятность появления ссбытия в каждом опыте (4=1.-р), пра = 365. 

Вероятность Ри, т, что чисю т появлений события удовлетворит 
иоравенству 


ПИ, 
в 
20дЕ т, т, — целые числа, равна — \. (2, дез и =, определяютиея из 
У: - 
-0 
уравнений 


ИР 


ео 


«| 2ра- 
я И 2ира-+ д. =:т, - Пр--я, 


в поторыт 5 сопь какое-то число, удовлетворяющее условию 


при предположении, что 9352, И 2пр4 


р \ 


‚и, ареа РИ" +-Роньй 


1 


(=, = Пр > 


В найденном черновике сохранилась значительная часть довольно 
кропотливых вычислений и оценок, которые были мною опущены при 
печатании статьи, и, так как попытки нескольких студентов, полу- 
чавших от меня задание восполнить недостающие в статье звенья, не 
удались, я считаю небесполезным восстановить все вычисления, причем, 


* Ученые записки П.-И. кафедры Уграины. Отдел математический (1924). 
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благодаря некоторому улучшению оценок, оказывается, что значения п, 
для которых теорема верна, могут быть снижены более чем в 5 раз.. 
а именно, достаточно, чтобы 
пра > 62,5 (2) 
(вместо пра > 365). 
2. Мы исходим из известной формулы 


п! и 
т» = т! (п — т)! РА 


для вероятности появления события т раз при п опытах, и, пользуясь 
неравенствами 


прлучаем 
Тт,я = Иже (п— т) Ро" © т "етот (+<в< 1) (3) 
при О<т«< п. 
Полагая 
.-(тееут. | у 
т Ч—Р), 
находим 


м „Ут + Ра 
109 ® = [пр +У 2пр4 +92 гов 1+ “о |+ 


37 2пра + = - 


ео ВЕ. из 


п4 
3 
= [2 2 У2пра-+ —? | и Зраа  [2И пра Ра" | НЕ 
а Ы оракиа ре» 2 2 5 — р) :* — 3 = 
+ оля 2У 2прч-+ 21") +... =8 о 


а _6 РА ([-9*_ ЖЕ (—а) К ны. _: 
— 1балерчя +5 Е) рае ну [2И 29+ А | а. 
3. ть что в формуле (5) 


0<®<-, (6) 


если 


0 == =—. 
ы- т Ум 9 


В дальнейшем мы всегда предполагаем неравенство (7) выполненным 
(изменение знака { соответствует перестановке р и 4). Таким образом 


= (= р) — 4 (9— ре 
+3 ('+49) (1+ 5Р: + НЕЕ СР Ре)’ +ь, (8) 


ВОЗВРАТ К ВОПРОСУ О 'ГОЧНОСТИ ПРЕДЕЛЬНОЙ ФОРМУЛЫ ЛАПЛАСА * 


где 


15 вам [2+ (4-2): |", 
1=3 


1 | 0-1 2—1 : .. 
Не — ВЕ. 


поэтому => 0. Кроме того, при 9 < р, 
1 28 7 19 


В ре 
ее а 


поэтому 


^ 


м сон < 0,0322; 
0 


1 
при 9 = р, Я: 


о 1 р 
= —. Ренн 9 ОЕ В 
— ет 5 (282+ 1) 
поэтому, принимая во внимание, что з растет вместе с 15 


ее, (=) 0 
(а) 


Таким образом, полагая 4 —р=0, имеем 


о м 5 ее 81 
Ф= 8 о > (1+3) — 
8 


а чт 
— 9 (45 +29 °) — ее (17 = 15°) == 


Следовательно, 
в 37 32 й 
>Я. 5 ий. из 
2 Й о с 
—31.305 125.05 ^ (9) 


С другой стороны, замечая, что сумма членов, содержащих { в сте- 
пени выше третьей, отрицательна, имеем 


^8 ^ о 
еее 2 [191 + 4458 6*] = 


2 1 ` 
(так как || < 5)- Поэтому, пользуясь формулой для максимуми 


многочлена второй степени, находим, что 


(& — 881 810 а т 
®<в-— зв чи тиивя Г «++ < 5 (10) 
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Заметим еще, что 


ры р д. о 
зу э ее 9 2 я в =. 

о | } т 2 В | г р м О Аб | в 
пр пд пр 74 ы 


т гСуви ны и 


р 
ее. р -арае (1 А Не 


Е 2} 
(1--®)в (4+2) (11) 


1 р 
при данном :(о = Е) возрастает вместе с 0; поэтому 
и) 


1 р п —т 


Следовательно. из (3), (4), (5) и (6) заключаем, что 


Е СЕВ са 1.1 р 
—_—_—_`_@ ы 8вра — Зпра = я 55 Л 
и. а (п — т) т Эт а ` (12) 


4. Для доказательства высказанной вначале теоремы введем вели- 
чину 2, > 2, определяемую равенством 


1 э. 
в таком случае 
о мо 1 31 5 = 
21 2 = ——— о 


т и винежи Ив: ЕС 
У?тра - аж (1+3 И?пра + (1—7) 3 


Кроме того, если 


ту =тр-Е (=, НА, }"2пра-- СР (а, НА," 


- > 


то 


а 1 
, [У 2пра- + (4-— Р) (+, ) | = 4. 
Поэтому можем написать 


п — 
Эт (пт) = 
2 9—Рр 1 
Л Е 5 = А 
ол о о Мена Ве оатоат ошыа 
й Умара ЕЯ и 
3У 2пра + 5. (4 ры 
О т 


Пользуясь левою частью неравенства (12). покажем, что 


д 
а . (15) 
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Таким образом нужно проверить, что 


 а— 1 ти 
| ть 3} у (Е: | зы) | и ира знра 
" ы Е И я" т СЕТЕ Е те. > й (46) 


Г ое И вре + . В Ум _ о 
| тут 5 ыы 


пр 749 


У жеж ет - 
при условии Е => Й 2пр4 и | Э2трЧ (последнее неравен- 


Уря 
ство, очевидно, будет вытекать пз первого, ссли пр 7 в). 
Пусть 9: р. Тогда, веледствие (14) 
ы = м 
5 Е —\ У2ира. -. (и) ба знра 
Й е х ви з 


== КЕНТ ПИН = ах в 


и < РНЕ 3 
обе я ыы рацио у? о я 
_— Е Е № п? ру ы Ре 


ПРО — пра 8%ра у 
_ = НР 1 ЗЕНа- 
7 пр 


9 —Р а 5% о 
У 2224 Бань и 1 


1+ (= р) —= 
У 214 


т 
-- 
= ВАК) 


-4 


аи, А - 5 [1+4 р) 54 А: > 
м я пра 8пра У 2"ра 3 Р/\ у 8®ра 
Е 
= в. ь == == 
41 — Р) 7 те х | м 


& о й И т 1 к ‚ # те > 
в. и, 


1 о 5 й ( ) НН) | т. 
‚- -- ар) [---Ы—- —— = ь 
ыы а У ?ира и 1 |. хэ Ре] 12прд 2%" ра 
Па 
1 р >14. 
> —_ С" уз пр 21пра 


1 
2) Пусть 9 «р. В таком случае, учитывая, что 2 —-2-+-—А, < 


5 
——-=——. Имеем 
— у: 2пра ь 


5 : 1 
[1+ сабы [1+ : 5 вия ми 
3 И2лра . юм +. И 2ир9 += (9—2): 8пра 819 


Ч) 8 т, 3 (ар: 


Хи 


) 
З УтрРм о 12пра Зпра пр и тра ее: а а р р 


у! и (: ЕТ, ) 
прЧ 
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415(9— 2) 1,1 
ЕЕ 
12п ру 8пра 


ЕЕ Зуя 9 в А 


воспользуемся (как и раньше) неравенством —— < 
т у 2пр9 
< 1и, замечая, что коэффициенты при 2 в обоих множителях положи- 


тельны, видим, что 


ый Ч я) |} 


ми} > (1 зат ева) (Ан) > 1 


воспользуемся оценкой 


При 2=> 


; в таком 


И : 
При < —— 
ри И 254 54 т УЕ = 


случае: 
5(9—Р) _ 1,1 1 
а И Вира 1 (9— Р(+ ия 1 - 


и - о 


5. Перейдем теперь к выводу неравенства 


т у е-2, (17) 
где 
ту ира Ра пр, 
тр = (2 А) 2129-12 (а, —А,)' Чир, (18) 
так что 


1=а, [ У2ира-+ 7 (22, —44) |. 


Таким образом нужно проверить, что при 0 < А, < 2, <= И 2пра 


соблюдается неравенство 


Ре — 
Е: р с4. (19) 


о | И 
ЕЕ 2 2пра +3 (9—2 ] 


ие 5% а ^ 


1) Пусть 9>р. Принимая во внимание, что знаменатель растет 
вместе си что 


2 й 2 + 20 50 


4 
2? — 
2 оо 


— РЕЯ , 
У?тра + Р+4) — УЗпра +54 - р) 
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достаточно показать, что 


2 2, Узтра+з (Ч-Р) 2о 
й 1 >> 
х А }е 
3 У? 


Е пра - 
и! ЧР ее 
аа — - 
+ пра (= У 2пр4 + 3 #) п? ра 2пра 3 2 ) 
т. е., полагая &, = е св 4 0, что 
) Е ф-= 
И2”ра `5 
1 ——_ 
и. ав (1+8 9) и а 
1+; 80 е 1+ 26% +56 — (1 — 52) ц 1 +3ь 
1+5 80 


Но замечая, что подкоренное количебтво больше, чем 1—#-+ 
Г к 

- 284, (1 —#) ‚› достаточно проверить, что имеет место неравенство 
> * 


и: — в +24 ( 1 -38) 
Пе бы 


в правильности которого убеждаемся, принимая во внимание, что левая 
его часть достигает наименьшего значения при 6 =0. 


2) Пусть (<р. Заметим прежде всего, что из 2, —А, > 0 следует, 
благодаря формуле конечных приращений, что 


= А, [ УЗпра-+34-Р) г], 


где 0 < 2'’< 3, откуда 


3 В З 
у ——_ = > —-—. 
> Зум: ' И2пр4 “ 4пра 
Кром? того, 
ЕК 1 1 
о — и ) 2 х ? 
У 2пра Че РА 2п (1:90: 
Р о о У?пра Р4 ЗИ2п Ра 
1 
<2—5<- , 
т ЗУ (1+2 92 _Р) 2. -) 
ЗУ 2пра 
откуда 
а. 
ое 26У 2пра ’ 
и. ; 15 
2? — 2 и 
тт ^ 104пра 
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Поэтому вывод неравенства (19) в к 
1 ра — 
+3 о Ум У (1 КЕ (Ч—Р) ) =) | 


ЗУ 224 


15 2 
в ( 104п ра 5 У 2пра 


и| Упр +5 4-Р= | а 
х 1 РЕ па 1 > _ па и 5 


т. е., полагая р-49=х >> 0, к неравенству 


ира (1—-39) 
+(1— я 1 (инея 2 00) 


и 


Полагая сначала х> `-, мы уменьшим корень, стоящий в правой 


части неравенства, заменив его через И!1— 2-2 —=1—15; поэтому 
в этом случае достаточно показать, что 


о 


1< м а 


ее < [1-2 (3— а: 


т 
о. 
Зпра (1 Же. т ) 
При возрастании х правая часть убывает; поэтому остается проверить, 


что 
15 я 15 1 
104пра ы [++ 104 пра г | пра (+ 90” 


3 1 ы 
и так как при „„ {< -; правая часть растет вместе с {, то неравен- 
ство приводится к 

и ЩИ 

104 ^4 . Не . т. 

т 
Е и. 
сли < 5, то подкоренное количество в (20) можно заменить мень- 

шей величиной 1 — 215 —{*. После этого правая часть неравенства 


у+-инедуглатт 


2 
8иРЧ( 1 = т 


т 


< 


Е 
достигает наименьшего значения при х= р ; поэтому достаточно про- 
верить, что 


— уз- бпра ЕВ о аа о + УЗ —У3-г, 
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а НИ № 


и так как вторая производная по ё отрицательна, то правая часть дости- 


гает наименьшего значения при крайних значениях #. Но при ё = 1 имеем 
5 


1 
53 _ бу р Е 


1 
>= —— 
5УЗ т и: Е 
при 2 = Нл имеем также 
УЗ Г. у 
8 


ве —в=)>1. 


6. Таким образом мы показали, что 
А: „_ п № „_ 
уе" < ил < уже 2 (21) 


при ее что в равенстве (4) 2 < <И2лра, 2. —А, >0 (т. е. если 
р 0) и пра > 62,5. В таком случае, вследствие убывания функ- 
ции е-?*, заключаем *, что 


4 71+ Ал 7 70 
= О \ е-=* 2. 
У: Ут 


71 70 - Ао 


Поэтому 


т! -1 


Рот х ТИ: п 


удовлетворяет, не равенству 


Бо 1 


== \ 6-2 42 < Ризт, < = Це- аз, (22) 


о я во внимание направление выпуклости кривой е-2?, можно было 


бы при д первом ив интегралов заменить пределы интегрирования 


1 
а при РР заменить пределы во втором интеграле через 


через 2и2-+ 42, 


> — Да из. 
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где а’, 6,, а,, 6, определяются соответственно из равенств 


ЕР бы ] 
Е 
т, Е тЕПРНЬУ ира АУРЫ (а, >0,6 < И 214 , 
3 : пр4 = 62,5). (23) 
т — 5 ера И пра та 
т, ЕПРЬ У пра ТР р 


Следовательно, высказанное вначале утверждение вытекает из того, что 
21 
З 1 и 
при непрерывном изменении 2 от — -- до -; интеграл \е-= 4, где 2, и 2, 
х > 


определяются. равенствами (1), проходит через все значения между" 


Бо Ы1 
\е-2 аа и \е 742. 
ао а1 г 


Иначе говоря, если аи $ определяются из равенств: 
То —- = пр + а У2"р9 АР а 
т у=ПРНЬУ ира + РЫ, (24) 


то 
ь 


Рики! у \е- 102 < Рть-1та-1, 
а 


Так что 
ь 


Ге —1 п --- ть < Ртут, — У \ е- 142 = С, п би 


откуда, в частности, следует, что 
ь 


1 
Ри т, — ух \ 
а 


7. Для оценки погрешности формулы Лапласа при любых т, < т, 
нужно воспользоваться уточнением неравенства Чебышева, данным втой же 
статье; применим это уточненное неравенство в форме, установленной 
на стр. 168 четвертого издания моего курса «Теории вероятностей»: 
вероятность неравенства 


тета трое >09 (26) 


< (25) 


меньше, чем е-”. 


3 
® > пр (а, > 0}, 


Таким образом, сохраняя лишь условие, что т, — 5 


находим, что вероятность Ри,» неравенства т, < т равна 
1 ти 
ИС : ИС ° 
В о \ а я ыы е- 42 е-", 
ИЕ У", 
1 № 


в - 
* Во всех наших вычислениях предполагалось, что 2 < У 2прд, но результат их 
не , изменился бы, если бы мы ввели немного более широкое условие: = — А — 


< У тра 2пра. 
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где 


1 а > ыы: :, (27) 


причем можем принять, что т, является наименьшим целым числом, для 
которого значение 5, определяемое из равенства 


т, — з=пр-+2У пра Ри 


больше, чем у 2пр4; в таком случае {, определяемое из (27), будет 


* * $ 
а Гог ог! больше, чем у’2пра. 
Следовательно, 


со 


мине Я а 
Ри ут аз е (28) 


где 


т, — 5 = пра, /2пра-+ Ра, 
С другой стороны, 
| 2"ра „-7 2729 


ада > 1 ен 2 
Рт., «>- УЕ \ Ср 4г > У* \е 42 2У*: И 21 ра >) ( 9) 
ао 


где 
1 ге 
т, + =пр- в 2пра+ —- 
8. Применяя те же неравенства к п—т, находим, что при 


9 3 ’ 
т,-- > < пр вероятность Р-с,ть+1 неравенства 


т < ть, 
удовлетворяет неравенству 
с 28-1 
1 
где 
п-т, =п4-+а, У2пра-+ 21 
т. е. 
. 3 › ЕЯ = 
т у =пр-а, У 2пра +” 
С другой стороны, 
< -У пра 
рее 29-53 
Вии >> г о 242 2Ул*/ 24 ) { ) 


‘5 
где 
Й 4 ’ ЕЕ С: ’ 
т, — 5 =пр—а, пра + та, 


14 С. Н. БЕРНШТЕЙН 


Поэтому вероятность Рм,,мо неравенства 
, 1 1 - 2 
М. =т-+1<т< т, 1=М,, (М.+5 = пр, М, -5>тр), (50) 


равная 1— Р_»,м.- Ре», Удовлетворяет неравенствам 


ат се —У зпра 
1 е—242 — 2е- "24 — 23 Ее ЕеиНеА 
а 42 —- 2е }::9 «Ра ЗЕ т А АЕ 
т.е 
ут \= ей и < Рмьма+! < 
т ‚72724 
1 
и - 2: 34 
= ) — Туту ; 98 
где 
1 
И, ТЕпр+ а, У 21Р9-+ 11 (4—р), 
И, — =пр+ 1, Изя (9—2) | 
> (32) 
М.—ЗЕпр-аУ 219+ "(4 —), 
М, +8 =пр+ < Упр 9). 


Заметим в заключение, ‘что произведенные выше оценки могли бы 
быть несколько улучшены, если бы мы исключили значения 19-Р|, 
близкие к 1. Так, например, при предположении 


р 
|4 р: =, 
т.е 
0,1 = ры 0,9 


я 
РА 


и, почти не меняя 


неравенства (6) остаются в силе при {= = <1,, 
Ум 4 


дальнейших вычислений, можно убедиться, что окончательный результат 
остается тогда верен при пра > 32. Впрочем, поскольку в дальнейших 
вычислениях требование 2=— И2пРа сохраняется, оценка, вытекающая 
из связанного с этим условием неравенства (34), быстро ухудшается 
с уменьшением пра. 
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$. М. ВЕВМТЕГМ. ВЕТООВ АО РВОВЕЁМЕ ПЕ Т›КУАГОАТТОМ ОЕ 
Г’АРРКОХИМАТТОМ ПЕ ТА ЕОВМОГЕ ГМТЕ ОЕ ГАРГАСЕ 


ВЕЗОМЕ 


Еп адорапь 1ев пофаМопё БафилеПев до зсВёта 4е Вегпоц 1 её еп 
зиррозап& 


пра = 62,5 (2) 
оп 46топ(ге дие 1а ргофаь1е Ри», Че Г1пёрав4е 
т, = т < т, 


ой т,, т, 801% 4ез потЬгез епегз, за {а аих 1пёра!1 465 


[7 от 
1 1 
А - к 22 
Е \е Е Рио < т я 42, (22) 
ой 
ть 


$ =пр-а, Ира +" о 
1 


= 
т, =ПР-ЬИ пр-т, 
З 


(23) 
т, =пр-+а, У 2пра-+“Р 
3 
т, У-ПР-ЫИ ля 
ропг уи адие а, > 0, В, < И 2пр4. П еп гёзаЦе фае дапз сеё сопапопв 
7 |) ао 
= 7" кож 72а Ро та 
ыы е * @2 т \ её @2 < 
ь а 7 Ь 
4 _ 23 1 — 12 ` - 72 
= \ 2-05 < ела еГах, 
еее 
ой 
1 го-— 1 9-—Р 
т,— у =пр-+ау пра’ а, 
т, — т=пр+ЬИ 2пра +“ Ь:. (24) 


ЕпзоНе, еп а ИНвапь 1е Гай, 61аБИ апеглеигешепу раг 1’аццеиг ме 1а 
ргорар 16 4е забрав 


> пр-+2 У пра 2" о 2° (2>0) (26) 
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ез + пе Чете а 2-2" (ропг фощ{е уз]епг 4е п е+ 4е 2 > 0), оп 4ётопите сие 
1а ргораБ ие Ри, м, +1 Че 1’1тёрай 


М. <=т=М,, (30) 
1 1 . ке: 
оз М. <пры— _; М, = пр-+ > 3006 4ез потшЬгез еп\1ега, за\1вГа1ь аих 
пёраНцев 
21 —Й тра 21 - И 2пра 
ен е-2'42 — 2е < Рыьми+1 = ев: , (31) 
И= ; КЕ > Ут И?”ра’` 
-о 
ой 


1 =—- —= 
М. =пр а, У пра Ри, 

3 5 0 ИЕ — . 
ее с 


э й ЕЕ —= ‚о 
М, — уепр-ау 28 ра 2. 


Му =пр+ ау ира 2 | 
| (32) 
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И. М. ВИНОГРАДОВ 
УТОЧНЕНИЕ МЕТОДА ОЦЕНКИ СУММ С ПРОСТЫМИ ЧИСЛАМИ 


Даются новые, более точные оценки сумм 


Уир+я, Харри), У евр. 
р<М р<М р<М 


В настоящей работе я даю новую, более точную, чем ранее, оценку 
сумм вида 


У(е-+®, Ух(р(Р-Ю), Хе =, 
р<мМ 


рР«М рР<М 


где р пробегает простые числа. Указываемый прием позволяет улучщить 
оценки всевозможных аналогичных сумм. 

Обозначения. Символические неравенства АХВ или ВА 
показывают, что А=О(В). 

Буквой = обозначается произвольное положительное постоянное < 1. 

ЛЕММА 1. Нусть 4— протое, 9>2, (Ё, 9) =1, Х (а) — не главный 
тарактер по модулю 4, 


94-14-\ 

5=»У УЕ (2) т (9) х(ау- К); 
х=0 у=0 
а-14а-1 

5' = \ ХЕ@ т (и) х (ту (ту-+)): 
х=0 у=0 
а-1 а-1 
Ба ИИ 
х=0 у=0 


Тогда имеем 
151<И2Х79; 15'| < /2Х74. 
Доказательство. Имеем 


4-1 9-1 9-1 


5" =х ХХ Ут (т 


х=0 у1=0 у=0 


(равны нулю слагаемые с ху, { # и ху-{ К кратным). 

Часть выражения, стоящего справа, отвечающая случаям у, =у, не 
превосходит Ха7. Рассмотрим часть, отвечающую паре не равных между 
собой значений у, и у, причём для определенности считаем у >> 0. 


2 Известия АН, Серия математическая, № 1! 
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Указанная часть равна 


ВЫ ч-! Же г 
т (у) (у р. Жи ( хня (9) 


При этом имеем 

4-194-1 

ху У т(а,) 19) |= ХЧУ. 

и =0у=0 
Сумма 5’ оценивается почти так же, как и сумма 5. 
ЛЕММА 2. Пусть 49 — простое, 4`> 2, (Е, 9) =\, х(а)- не главный 

характер по модулю 4, 
9-1 
з 5= У х(2(-+*)}. 


х=0 


5= — В ебли х (а) = () 


15 |= У 9, в остальных случаях. 


Тогда имеем 


Доказательство. Первое равенство выводится тривиально. Вто- 
рое получим, оценивая 


= Ух (р), 


где, при данном &, исключаются значения х с условиями х гы Е = 0 (шо4 4), 
т -- К==:0 (то4 4). 
ЛЕММА 3. Пусть 9 — простое, 9 >2, (Е, 9) =1, х(а) — не главный 
характер по модулю 4; М, №, Х, У — целые, Х>0,У>0, 
м+Хх МУ 
= Х У» тихеач-ь, 


х=М+1 у=М+1 
м-+х М+У 


= » У Фа еленЕ). 


х=М-+А у=мМ+1 
0<Е(1) «а, 0<1(у)<В. 
Тогда имеем 


5 < .ВХУЕ, 5' «44 


Доказательство. Сначала оценим 9. 


1 Шила=а, У=а применим лемму 1, замекив в ней Х иУн: 
а’Х и У. Получим 


5<И ХУ < авХУЕ. 
2. Х>а, У=4 сравнение ==’ (то@ 4), при данном х’, вьъ- 


х 
полняется < не раз. Поэтому можно применить лемму 1, заменив в ней 


Х и У на ( =) и В"У. 
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Получим 
5<у ат ВУ «ав хХУР. 
’. При Х = 4. У > 49 аналогичным путем найдем 
5< и а? я а <авХУЕ. 


4°. При Х == 9, У > 4 аналогичным путем найдем 


а 2 ва 29 «8ХУЕ. 


Сумма 5’ оценивается так же, как и сумма 5. 

ЛЕММА 4. Пусть 9— простое, 9>2, (Е, 9) =\1, у(а)-не главный 
характер по модулю 4, х и у пробегают положительные целые числа, 
принадлежащие двум возрастающим 
последовательностям. у 

Пусть далее 1< (< №, И< 0’=020, 


` 


5=У Ут хую, 


я у 


"= ЖЕ т(9) х (ту (зу ®)); 


"ыы 
—- 


^ 


0 (2) < №, 0 =т(у) <1М", 


5 


где сумму рование распространяется на 
область 


ПО ао. (1) 


= 


Тогда имеем 


5 < М! + тоЁ, 5’ < МЕ; 


х 
---=-=--—— -------.- 


- В 
г-У чу. 0 
Доказательство. Сначала оценим 5. Пусть г, -- наибольшее целое 


‚ условием 2” =; . При этом будем считать, что Р-<Р,, где Е, -— до- 


я 
статочно малое положительное постоянное < 1; виротивном случае лемма 
очевидна. Из области {1) выделим «нулевую», «первую», «вторые», 
«третьи»,..., «7»-е области» [согласно схеме, указанной на прилагаемом 
чертеже. Здесь г-е области представляются прямоугольниками с осно- 


ваниями длиною 
1—9 


97 


Нулевая область —одна; число 7-х областей при г> 0 будет а 


Согласно лемме 3, часть суммы 5, отвечающая одной из г-х областей, 


будет 


90 Н. М. ВИНОГРАДОВ 


Часть, отвечающая парам значений т, у, не принадлежащим ни одной 
из выделенных областей, будет 


Ще НЙ 
«М «МЕ. 


Поэтому 


то ог-1 
5 < М!»Е (1+ У-=- +1 ) «АР. 


г=1 


Сумма 5’ оценивается так же, как и сумма 5. 

ЛЕММА 5. Пусть 4-- простое, 49>2, (К, 9) =1, у (а) — ие главный 
характер по модулю 9; х, у, т пробегают не делящиеся на 4 целые по- 
ложительные числа, принадлежащие трем возрастающим поеледователь- 
ностям. Пусть далее 1 < И, < (0, < М№.,. 


5= У Х У (жт-Е В, 5'= У У У и(сут (ут Е К), 
р т 


где суммирование распространяется на область 


И А 


Тогда имеем 


ИЕ 5 СМ Е Ё= И +-++ . 
Доказательство. Имеем 
5= Ув (а) $4 
а 


где 4 пробегает целые положительные числа, одновременно делящие 
числа хотя бы одной из возможных пар т, у; при этом 


5=Х УХ Ух(гут-*), 
и И 


Где К’ определяется сравнением 5 == К'а* (то4 4), х’. у’ пробегают частные 
от деления на 4 значений х и у кратных 4, причем суммирование рас- 
пространяется на область 


м, . Е 18 и М 
из <= па тя бутТ= п. 


Эту область можно подразделить на < 105 М областей вида 
и , и' я . 
я а, (2) 
где имеем 
неа у ТЯ. 
Пы ‚ = пит и, и т ‚у =ут. 


Но при М, < М число пар у’, тс условием у’п} = М. будет < №. Поэтому 
часть 


5а=Х Ух(а'у"-+ №) 
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>>) 


ь — М 
суммы 5., отвечающая области (2), согласно лемме 4 будет (. ; 


и 


вместо М, -г вместо п) 


Х \1+-=0 а — иа* т. п М! + е0 
р а Е ы 9< > 
< (+) Инт Я. 17. 


Вместе с тем окажется 


1-50 


\ М 
В о АД 


Но все значения 4; одновременно делящие числа хотя бы одной из 
возможных пар х,у, не превосходят ИМ. Поэтому 


$5 « М+чЕ (ов М). 


Сумма 5’ оценивается так же, как и сумма ©. 
ЛЕММА 6. Пусть № > М,, где М, — достаточно большое постоян- 


ное > 55; й- произвольное постоянное с условием 0-й; Оу; 


6 
о = = ; Р— произведение некоторых простых чисел, не превосходящих 
№; 4 пробегает все не превосходящие М№ делители числа Р. 
Тогда значенил @ могут быть распределены среди < Б классов, где 
108 106 № 


Часть этит классов включает только значенич 4 С условием 
д = №, 


Для каждого из остальных классов существует целое положительное Н 
и две возрастающие последовательности (т) и (у) целых положитель- 
ных чисел с условием 
№ ара №Мт--‹ ЕЛ 


такие, что все числа класса, взятые каждое Н раз, получим, есмь из 
всех произведений ху выберем лишь удовлетворлющие условиям 


гу=Х, (х, у =Ь, 
Д оказательство. Пусть т -- наибо льшее целое число с условием 


(1 л)--1 


2 < М:. 


Тогда имеем 
Е . 10 № 1ов 105 № — 108 8 __ 108108 № 
| = —_—° я = з ЖЕ. .. А 
(1%) 3108? ›, 1 = 105 (1 + 1) 7 108 (1 1) 
Полагая у= [1ор М--1], рассмотрим все ряды невозрастающих чисел 
НИ (3) 


которые можно. получить, выбирая каждое {; среди чисел 5, ..., ЕО, 
Пусхь [, — число чисел ряда (3), равных 5. Числами :.,...,[ ряд (3) 
определяется полностью. Число различных рядов (3) очевидно < р. 
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При 2; > 0 положим 


асе 


Ави -! 
—ои Ее 


ф;— ) 
а при {. =0 положим 
р 7 


ф/=1, Е; =14. 


Всякое 4, будучи < №, как нетрудно видеть, является произведе- 
нием <у сомножителей; раеполагая их в порядке убывания и, если 
их число К меньше у, полагая рь+! =... =р,=1, представим 4 в форме 


р и 
Среди рядов (3) найдется единственный ряд с условиями 


х<р Е, при &<0, 


= р;=Р; при &;=0. _ 


Совокупность значений 4, связанных с одним и тем же рядом (3), назо- 
вем классом чисел 4, связанных с рядом (3). Число классов чисел 4 
следовательно будет < 2. 

Сначала ‘рассмотрим класс чисел 4, связанный с рядом (3), удовле- 
творяющим условию $, ...ф, < №". 

Имеем 


а ВМ ВаеаМО" 


1 


Поэтому лемма для этого класса чисел верна. 
Рассмотрим класс чисел 4, связанный с рядом (3), удовлетворя- 
ющим условию $,...ф, > №. Пусть В — наименьшее число с условием 


Ф, И 
Считая ф!...$8-1=1 при В=1, находим 


Ф1 Е 98 < №, „ фи... 98 < М№"*°, Е, ол Ев МТВ. 
Полагая и=р!:...рв, = рву! ...Р,, найдем 
а=ш; №<и< М". 


Если в > 8:1, то лемма для рассматриваемого класса чисел, оче- 
видно, верна с И 1, Ф=в, Ух, 

Если 4={64:, то пусть 8-и+1,..., 8, в-1,..., ву, — все значе- 
ния {; равные &. Пусть (1) — последовательность, состоящая из всех 
произведений х=р!,...,Рв, где р:,..., Рв расположены в убывающем 
порядке и удовлетворяют условиям (4), а (у)— последовательность, 
состоящая из всех произведений у=- рву: ,...,Рр,, где простые из чисел 
Рв+1,..., Р, расположены в убывающем порядке и все эти числа удовле- 


‚ творяют условиям (4). Пусть Н = (.. . ®) . Произведения ху с (у, 2) № 1 


отличны от произведений ио. При данных и и о равенство ху = ио выпол- 
няется_Н раз с (х, у) =1,`Среди произведений ху с(х, у)=1, найдутся 
все ис. Поэтому лемма для рассматриваемого класса чисел верна. 


СУММЫ С ПРОСТЫМИ ЧИСЛАМИ 23 


ТЕОРЕМА 1. Пусть М>1, 4. -простое, 4>2, (9=1, Хх (а) 
ие главный тарактер по модулю 4, р пробегает простые числа, 


5 = У х(р-Е), 5'= Ух(р(р-- 1). 
РМ р«М 
Гогда имеем 


| 


5 МЫб, «МНО бу ТЯ Ум, 


Доказательство. Сначала оценим 5. Можно ограничиться лишь 
случаем М = М№,, где М, — достаточно большое постоянное >55. Пусть 


1 
/ — произвольное постоянное с условием О < А=< ео Р-— произведение 


1 

всех отличных от 4 простых чисел с условием р < №*, О — произведение 
1 

всех отличных от 4 простых чисел с условием №3 < р=М№. Находим 


(р, и р, пробегают простые числа) 


1 
х ХХ рр+Ю+5+0(№)=У У ьау(ат-+®. 65) 
РУ ый 1 ой Я 


Все значения 4, входящие в правую часть равенства (5), разобьем 
= 1 1 
на классы, как указано в лемме 6, полагая уз, <=5. Получим 
«М№ классов; для чисел 4 одного и того же класса, р (4) сохраняет 
одно и то же значение. 


Сначала рассмотрим все классы, включающие только произведения а 


Е 


с условием 4 = №. Пусть 4 пробегает все числа указанных классов. 
Сумма соответствующих слагаемых правой части равенства (5) равна 


Хх Увфимт-ю-У У вауат+, 
а ат<\ а а 
т, 4)=4 


что будет 


«УИ +У им Уват М «М. 
а а 


Сумма слагаемых правой части равенства (5), отвечающих числам 4 
одного пз оставшихся. классов, согласно леммам 6 и 5, будет 


ИИ [0 
1 №3 | а 
КЕ пене рати в) С; 


© №! =’ } 
№ 


Наконец, двойная сумма, стоящая в левой части равенства (5), согласно 
лемме 5, будет < М№!+"С. 
Поэтому (=’, =”, # достаточно малы) теорема для суммы 5 верна. 
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Теперь оценим 5’. Применяя те же обозначения, что и при оценке 5, 
имеем 


1 
ХУ х(р,в, (рир. + ®))-- 5'- 0 (№) = 


р1\9 р>\9 
=Х У ь(а)х(ат(ат-^)). (6) 
Ч\Р ат<\ 


Все значения 4, входящие в правую часть равенства (6), разобьем 
на классы так же, как и при оценке 5. 


Сначала рассмотрим все классы, включающие только произведения 4 
1 


А 
с условием 4< М3 . Сумма соответствующих слагаемых правой части 
равенства (6) равна 


бои, = м У х(ат (ат - ®)), 5, = т У, х(ат ат"), 
и ат<мМ | ат<\ 
где в суммах, обозначенных символами ри ‚ 4 пробегает числа 


указанных классов, соответственно с четным и т числом простых 
сомножителей. 
Мы оценим лишь сумму 5,; сумма 5, оценится аналогичным способом. 
Пусть С=<С., где С,— достаточно малое положительное постоян- 
ное < 1; в противном случае теорема очевидна. Пусть $, и $, — соответ- 
ственно наибольшее и наименьшее целые чиела с условиями 


р о а 
Ч в 
У 
Имеем 5, =5,-+5., где 
> У х(ат(ат+ю)-+ ру ХУ х(4т (ат ®)) 
у Гм м М 


Согласно леммам 2 и 5 имеем (считаем =, < =) 


па 


% № а -Е 
У [щим И А+ «мы. 
м Ч М и 


1 э» 5 ” 
Пустьья, = [$] и нусть 5, =5, реа где 5, — часть суммы 5., содер- 


жащая слагаемые с условием 4. Очевидно 


5, «М 4< мс. 
Во 


Пусть 5, < $, (в противном случае 5, =0). Тогда значения 4, входя- 
щие в сумму 5,, а 5, —5, интервалам 


— «ао: = (азов ое 


|8 — 


Оценим часть Т, суммы, 5,, отвечающую одному из этих интервалов. 
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1 
Пусть т, — наибольшее целое с условием 2”° = 2 Из области сумми- 
и. 


рования суммы Т, мы выделим «первую», «вторые», «третьи» .:.., 
«Г.-е» области согласно схеме, аналогичной указанной на чертеже, кото- 


рым мы пользовались при доказательстве леммы 4 (2 вместо и, Ая, 
- 56 --1)4 
М 
вместо и’, 4 вместо ии). Здесь основания прямоугольников, пред- 
‹тавляющих 7-е области, имеют длину 
№ Е 
($ — 1) 392" ? 


высоты же этих прямоугольников очевидно будут 


9 
«Я. 
Число г-х областей равно 2”'. При этом 
№ №С №С? 9 з у 
($ — 1) 592” ” 54 > ты — де 2 46 >27 9—1 


Поэтому часть суммы Т,, отвечающая одной из г-х областей, 
согласно лемме 3, будет 


м АО 4 № 
ды Е И Е 
Ту 9 И М 9 < кб 
ЕР 9? 


Часть суммы Т., отвечающая парам значений 4, т, не принадлежащим 
ни одной из выделенных областей, будет 


мк. 


5842'° 5 


< 


Поэтому 


кет) «РМС; мне 


= 


Сумма слагаемых правой части равенства (6), отвечающая оставшимся 
классам значений 4, а равным образом двойная сумма, стоящая в левой 
части ‘равенства (6), оцениваются аналогично тому, как и при оценке 5. 

ы к а А 

ЛЕММА 7. Пусть х и { — вещественные, 1. 77 1, = . Е Я» ПЕ 

>00, И=\ 19| № /— целое, 


г И | Е 
оу ща (вуз 
Тогда 
© = (9. 3) Ч миа (04°, 240). 


Доказательство. Рассмотрим лишь случай 4 >). +3, в против- 
ном случае лемма очевидна. Полагая у=]-+2, будем иметь 


ур); 142) = даче. 
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При некотором С, не зависящем от 3, для всех 2-—0,..., 4-1 имеем 


сх Ка< С-+. Обозначая буквою р наименьший положительный 
вычет а2--[С] по модулю 4 и голагая 8 = {С}, имеем 


(ии = (-=7®); < <ачь 
Слагаемые суммы © ср=0; а-—-1,4—2...., 9-—|8-+^]- 1 заменим 


на (°; оставшиеся слагаемые содержатся среди тех, которые получим, 
если числу о будем придавать пары значений 


=“; 9— [6 ^]—1--5, 


Для слагаемых с данным $ очевидно 
(=) -. 
4 Ч’ 


9 +3) 0°+ Уши (20°, & 


беря 


Поэтому 


) 9582 
5-1 


При О > -; отсюда имеем 


2<( +3)? +0,839:. 


‹ 


> 


При а. найдем 


ох) +20 \ (+3) 0*-+-200. 


25 
и 
эс 
ЛЕММА 8. Пусть 


тая, Яо 


У — целое, У `> 0 и у пробегает числа у-=1,...,У. Тогда число решений 
неравенства 
} 
(29) --- 
у а 
будет 


и (-; +1) ее. 


Доказательство. Рассмотрим лишь случай 1 >> /- 4-3, в против- 
ном случае лемма очевидна. Интервал Оу: У разобьем на <= и 
интервалов вида 7 

1<у< |9; 0<9 4. 


Числа (%у/) находятся среди чисел 


(24); у=р.:.,1-49—1. 
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Последние, как было показано при выводе леммы 7, могут быть 
представлены числами вида 


Е) ВО ОЕ 00-1 0-00... 9, 
причем неравенство. 
(==) =- 
может осуществиться только при р= 0; и .... 9 [В ^]. 


ЛЕММА 9. Пусть 


01 ; 
аа, оо о ан 


1 
№ Су < 11084 


0<у<У 
Доказательство. Рассмотрим лишь случай 9 = 2, }. < т; в про- 


тивном случае лемма очевидна. Пусть р— наименьший положительный 
вычет ау по модулю 9. Имеем 


(а) = (+5); ве 


Поэтому числа (ху) будут не меньше чисел, находящихся среди пар 


ау ве 


где $ пробегаст значения 
Ч 
= .-. [< . 


Вместе с тем получим 


1 5 2 
221 < 1054 
0<и<у ВЕЗУТ 50 
ЛЕММА 10. Пусть }— целое, Ц = 1. 
о С Е.Е 
02 
ИЯ а 
® 1 . 
о т (и. р И 


у--/+1 


Тогда имеем ® =. (А --З)И- 9105 (0. 
Доказательство. Повторяя те же рассуждения, что и при выводе 


леммы 7, и полагая 4, == | 4], найдем здесь 


Чо Чо 
и 5 +1 
ОО Т = 0-3 0+9» 1%, |. 


$1 3=1 
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ЛЕММА 11. Пусть М, М, Х, У — целые, ХО, У>0, а= а, 
(а, 4) =1, а=7, НЕА 


М+Х-1 М+У-1 М+Х-1 М-+У-1 
” |4 К 2—у Ч Е — $ 
Г УЕ ея» = У ОР армаое, 
х=М у= М <=мМ у=М 
Тогда 


5=ыИ У (0. +3) 2х: ии (а, ху 8)). 


Доказательство. Имеем 


ей И, № аи з = 
о» > № У ту) (у, те ии) оч 5 


25 — 


М--Хх-1 Х-1 Х+У-Е ХНУ-1 


х=М м=-Х+Е у=м 1 =№ 


М+-У-1 М+У-1® 


а 1 
а У У р) ы а ав а 
59 229 РИ (2х в ие) ^ 
И=-\ А 


ШЕММА 12. Пусть М, М, Х, У целые Х 0, У>О0, ти у пробе- 
сают целые числа с условиями М << М-+Х, М<у=< М+У, при- 
надлемсащие двум возрастающим последовательностям. 

Пусть далее 


ее, (219) =. м вы 19-1 
Сад ИА 

= У У отдеты ознаоь бзтфет 
х=мМ у. № 


Тогда имеем (очевидно Х и У можно менять местами) 
Е: 
Доказательство. 41° При У-49 можно применить лемму 11. 
Получим 
5<НИУОХ-аХ)<ЫХУР. 
2”. При У>94 интервал №=<у< №М-+У можно подразделить на 
т 


будет 


у ’ Е ’ 
«р интервалов вида №, <у<М,- 4’; №, — целье, 4’< а. Согласно 


соответствующая одному из таких интервалов часть суммы 5 


«ну (Хх) < хХаЕ. 
Поэтому 


5< т ЫХАЕ <ЫХУР. 
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ПЕММА 13. Пусть 


ие а, (а, 9) =1, 0 № == |, 1 


х и у пробегают поломсительные целые числа. принадлежащие двум 
в03 растающим последовательностям. Пусть далее 


А Е. 
5= ХУ На (у ет, О < м. отм, 
це 
где суммирование распространяется на область 


аи. (7) 
Тогда имеем 


КЕ ты 
хм +0 р. Ро р 
Е в т. Не 


Доказательство. Пусть г, -- наибольшее целое, с условием 


1 
зы <т. При этом будем считать, что Р < Р., где ГР, — достаточно ма- 


лое положительное постоянное < 1. Шз области (7) выдеМим «нулевую», 
«первую», «вторые», «третьи» ..., «”-е» области, согласно той же 
схеме, как и. при’ доказательстве леммы 4. Здесь г-е области пред- 
ставятся прямоугольниками с основаниями длиною 


0’ — п 


Нулевая область --одна. Число г-х областей при г>0 будет 2”“. 
Согласно лемме 12, часть суммы 5, отвечающая одной из г-х обла- 
стей, будет 


и 9е от 0.7 и №117 
<= ол Е ВЕ. "Е 7 
Е и 


Часть, отвечающая парам значений х, у, не принадлежащих ни одной 
из выделенных областей, ры 

2 1 Ч им!" к 
Поэтому 


то ` 
5<М!+° р (1 У а Г) хм! р. 
г-1 


ЛЕММА 14. Пусть 
6% Г . о 
“=, (4, 4) =1, а> 0, А =, р ие: 9: 
х, у пробегают положительные целые числа, принадлежащие двум воз- 
растающим последовательностям. Пусть далее 1 < И, < 0, < М, 


Хе ОНИ М, бд «М, 


где суммирование распространяется па область 
О, А. (8) 
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Тогда имеем 
й Е т с о 
9 < 1+1 > АВ ит 0, в ие $ д 
УВ, 
Доказательство. Область (8) можно подразделить на < 105 № 
областей вида 
Пт, а, 


где 0’--20. Применяя к одной из новых областей лемму 13, для отве- 
чающей ей части 5’ суммы 5 имеем оцевку 


а р А т" 
1 а 1--е0о нА ` ОВ = 9. 
5 «М Рима ты. 
Отсюда лемма 14 следует непосредственно. 
ЛЕММА 15. Пусть 
а 0; С о. 
т Ра’ (а, 9) =1, 4>0;(№= , 5 = 
и, д, у, © пробегают. положительные целые числа, принадлежащие четы- 
рем возрастающим  последовательностям. Пусть далее 1<0<М, 
А 


5= УУУУ ри уфе, — Ор) < №, 0= (5) = М, 
1% 5х У к 


где суммирование распространяется на область вида 
г 1+ ^ 1- . 
пе, Е =, И иконам; (ауру 1 


Тогда имеем 


1+ г. ие оо О 
О № И тя+ м ГумТагм: 


Доказательство. Имеем 


где 4 пробегает целые положительные числа, одновременно делящие 
числа хотя бы одной из возможных пар х, у; при этом 


= УХУ У рад бете 
У о 


где 2’, у’ пробегают частные от деления на @ значений х, у у крат- 
ных 4, причем суммирование распространяется на область вида 


И Хх 2 
ад» я за= 


Полагая ид’=$, уо=лт, убедимся, что сумма 5, может быть оце- 
М 
нена согласно лемме 14, если взять -, вместо М, ке вместо (/,, 


4? а 
ИР 7] 
—_ (при некофором постоянном С) вместо И,, Ё ч вместо 


С 


х, уи 94? вместо я. 


СУММЫ С ПРОСТЫМИ ЧИСЛАМИ 31 


Имеем 
р а 01. : 71а? 
24? 5-1 — = х == Е < м 
т 9: 7 1, (а?, 9) 1 (47, 9) $ 
Поэтому 
че © 04", 24, 90% т -. 
. а ‘Ус их № Тум Е; а < 
х! +0 у! + =0 г. 
аа я 
А ия . (9) 
Представляя 2 в ре 
24? = В ое {10 


находим также 


1-50 к. Но аа 4 Мо 
=Е-+ — я о Е. 11 
.“(т) Е Щ + + уб (9) 
Все возможные значения @ можно разместить среди «10оа/ интер- 
валов вида 


а < ив (2 ИМ. (12) 
Точно так же все возможные значения 0, отвечающие различным (, 
можно разместить среди “10% № интервалов вида 
2-0. тв (2%, 9). (13) 
Оценим сумму Т»,, значений |5.| с условием, что Ч и О лежат в дан- 
ных интервалах (12) и (13), где 
О2® 21 = 0. 


Е р 
Из (10) следует (540) < <? Поэтому, согласно лемме 8, сумма Тьг 


имеет о 
а 
Ч 
слагаемых; к каждому из них можно применить оценку (11). Получим 
Мо оз 51 2 №5 о 
< 2“ РГР м = «МР, 
Ть, Ея УК Е о 9 Л 93/ и" 


Теперь оценим сумму Т’ всех |5.|, где 

по 9 
Согласно лемме 8, сумма Т’ имеет / ).\" слагаемых, к каждому из ко- 
торых можно применить оценку (9). Получим 


| = У. | УЕ’ тя 
а лм? а _ а М. 


Найденные для Гь,ги Т’ оценки и доказывают лемму. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть М2, \ 1, 


01 Е р . 
и о 
р пробегает простые числа. Тогда 


У ить < мб; = б= АО [+ №0294 М-0ю, 


= 
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Доказательство. Пусть 4 < Н < №, р — произведение простых 
чисел с условием р= ИН, О произведение простых чисел с условием 


Н < р=: М, т, --наибольшее целое с условием Н” = М. При целом по- 


ложительном г -:.7, имеем 
- ет... Ик Е 
д м. "= М/,; 
и \ 0 ХО 
ул... УЕ < У 
у Л эти а 
И о У ех м ра Ё (4,) ..° в (а,) дин в». 
Ч т а; т 
О А 
Полагая (р, у Рь пробегают простые числа; произведения, отличаю- 


щиеся порядком сомножителей, не считаются различными) 


9 — > р о ета т 55 РК, 


р1\9 РК \ 9 
ФЕ. РЕМ 


имеем 
бр ся =, +0 (я) 
В частности при НЯ = № имеем г. =5 и 
5. +5, -+5,-+5.=И/, + О (№), 
5,+25,+45,+ 85, = "2+0 (№), 


5 -. 35,95, | 275. = +0 (№3), 


5,445, +165, + 645, = "4+0 (№). 
Лоэтому 
Я ДР дл А ы 
Э. = & И ИА и. а № ве А- И’. +0 (№), 


где А,, Д,, А,, А, — отвечающие элементам первого столбца миноры опре- 
делителя 


= 
де 528 
3 чз ож | 
1446 64 | 


Ограничимся лишь оценкой И’,, так как И/,, И’,, И’, оценятся анало- 
гичным способом. При всяком #=1, 2, 3, 4 все значения 4, распреде- 
лятся среди < классов, согласно лемме 6, а все значения т, распре- 
делятся среди <1ор М интервалов вида 


М, <т< М; М; 2М. 
'Оценим часть Т суммы И’,, отвечающую каким-либо четырем классам 


значений 4,, 4,, 4,, 4, и четырем | интервалам значений т,, т, т., т.. 
Пусть эти классы и интервалы определяются неравенствами 


(0 < а, <= Е@®), $?) = а, < Р®, (3) = а; < Р®, $4) К 24), 
М, =т<М,, М, <т.<М, М, <т< М, М == М, 
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где имеем 
— в) 
Ян О ик. 
Пусть одно из чисел М,, М,, М,, М, будет > №»; для определен- 
ности пусть М, > №». ; 
Полагая 4,4,4.4, тт,‚т, =, имеем 
— о > е?та:та. 
2 зт4а<М 
Очевидно, 2 пробегает значения с условием 
К << 8!) КЮ М,М,М,, 
причем при целом 2, число решений уравнения 2= 2, будет < №*. Оче- 
видно, достаточно рассматривать случай К < №; в противном случае 
Т=0. Имеем 


8Е1+№ 
&1 „. М№ 
Т< М ре. а 


Разбивая интервал 0 < и < 8К!*” на интервалы 
О<и<и, да, +9 << +4,... 
и применяя леммы 9 и 10, получим 
-А 
7% «м*[ (^^ + 1) Ч 1ов М | хм !* С. 


Теперь допустим, что М,, М,, М,, М. не превосходят №, а 
М,М,М, М. = №. Пусть #— наименьшее целое с условием М, 
.. М. > №34; имеем №4 <М,... М, < №8. Положим 


и=т 1: т, би: т. 4.9:4,. 
Число решений каждого из уравнений и=и,, с=е, будет < №". 


Имеем 
5 № > е?тйио. 


ц чо«М 
Применяя лемму 15, получим (5 =у= 1) 


М И лан +1 +1 <м+*°С. 


Если М, М,М,М 909999) < №8, то, очевидно 
Тт< м! + С. 
Остается рассмотреть случай, когда 
М.М, М,М. < №я, М,М,М,М 99 > №. 
Пусть & — наименьшее целое с условием М, ... М, > №» и пусть 
мя 

НМ, 0.2 = 9. 

М, М.М» М, $0)... 9-9 < о 
При некотором Х с условием №' < Х <М"1° существуют две возра- 
стающих последовательности (1) и (у) целых положительных чисел 
с условием (доказательство леммы 6) Х <х<Х 1+" такие, что все числа 
класса, взятые каждое Н раз, получим, если из всех произведений ту 
выберем лишь удовлетворяющие условию (х, у) =1. При этом, полагая 

и =тт.т,т, а, -.. 4, ос. @р А 


3 Известия АН, Серия математическая, № 1 


34 №: м. УТЧОЧВА рО%\_ 


к и а Е А, 


будем иметь 
хи Мет, 


причем будут выполнены условия леммы 15. 
Поэтому получим 
1 1-- 
ТЕМУ ани + 1 АМ, 
Из всего доказанного следует 
И’. < ЕС т 


Таким образом теорему можно считать доказанной. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть № = 2, 0% в<1, 


= (279) = бер 


р пробегает простые числа, не превосходящие №. Тогда для числа 1 
дробей {хр} с условием 


0 = {ар} < с 
имеем 


Том < м" (У т+$+ №0) | 


Доказательство. Теорема выводится из теоремы 2, аналогично 
тому, как в моих прежних работах выводились теоремы, уточнением 
которых является теорема 3. 


Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова 17 Х 1942 
Академии Наук СССР 


Г. М. УМОСКВАРОМ. лм 1МРВОУЕМЕМТ ОГ ТНЕ ЕЗТМАТ!ОХМ ОЕ СМХх 
УТН РЕ МЕЗ 


БИММАВУ 
Ву теаюз 0ЁР ап ипргоуетепь о{ шу ше\о4 о! 1934 — 1937 и зв ров- 
315]е 10 шаКе тоге ргес1зе зоте оЁ {Ве гезаЦз оБалтеф сагПег Ъу (в 
те/о4, 11 рагисШаг, (Ве гоПо\зуаас 1Веогетз аге &гие. 
ТНЕОВЕМ 1. ДМ > БК ожаттте > 2, (К 9) 
риптегра! спагачег тоди/о 9. ргип$ {йтоией айе ритез 


1, х (а) ма поп- 


м о, 5'= Ух (рр А), 
тех р<М 
гйеп 
Е 1 
Мб Мб, бе УМ 5. 


ТНЕОВЕМ 2. 1. 6 №2, 9О<с< 1, 
ат, О=Ь 0<9<м, 1591, 
р тит огег Фе ргитез поё ехсеейт8 №. Тйеп |ог &йе питфег Т о| тгасцоп5 
{ар} заизрите йе сопашоп 


0 = {2р} о 
%е пасе 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОГГЕТ1М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ 5СЕМСЕ$ ОЕ Г’ОВ55 


Серия математическая 7 (1943). 35 1% земе та\Нета{ачце 


Н. С. НИСКУНОВ 


ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ ТЕОРИН ПОГРАНИЧНОГО 
слол * 


(Представлено академиком С. «1. Соболевым) 


В работе доказывастся существование решений уравиений теории пограничного 
влоя в случае, если давление на контуре есть иснозрастающая функция аргумента. 
Из метода доказательства следует сп0С00 построения решений. 


Изучение движения жидкости в пограничном слое, как известно. 
сводится к решению следующей системы уравнений: 


90: -Е [2 дез 2 и Е А _др 4 И - ] 
д! хдх у ду де‘ 0? 
ь . - р | 1) 
Ос Зо 0 | 
па ИИ" 
где о, и’, искомые функции, удовлетворяющие условиям 
=, при у- 0. | 
их = при у =- 2, (2) 
0, (#9) при 20. | 


Здесь Ио скорость потенциального потока, р давление п потенциаль- 
ном потоке НА контуре, и следовательно, ЯВЛЯЮТСЯ известными 
функциями. 

Будем в дальнейшем предполагать движение установивитамея. В этом 
случае Мизес свел систему уравнений (1) к одному уравнению следую- 
пим образом. Последнее из уравнений (1) показывает, что можно 
принять 

9% их 
А ” о“ 
Будем считать $ (2, 0)- 0. Полагаем далее х и ф независимыми перемен- 
ными. Обозначим 


м; (т, 5) == в; (т, $), (3) 
(т, у)= 6,(7. $) 
Уравнение (1) примет вид 
95, др ОС о / 
и, (°) 


» Краткое изложение этой работы опубликовано в Донладах Акад. Наук СССР, 
ХХУИ (1945). 
3* 
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8 
Но р-+ \" = 0086, и уравнение (1) можно переписать так: 


др дз 1х 


де: _ 90%, — д (5) 


Введя и = (И? — сх, получим уравнение 


ди га _ б ‹ 
р - Ис вая (6) 


с краевыми условиями 
и (=, 0) =И"{2), ии, ®)=0, и(0,9)=9(9). (7) 


.‚ Будем в дальнейшем считать,что (/ (5) = 6 (х). где 0 (х) — непрерывная 
неубывающая функция своего аргумента, 
Если дано о, (0, у), то 


И 


_— \ с. (0, у) Чу. 


`. 


9 
Из этого соотношения найдем зависимость у от * и затем определим 
$ ($) по формуле 
и (0, 9) = 0 (0) — 5 (0,5). 


Найдя и(х,®), определим с, (т, $) =ИО:-и(1. у) и из соотношения 


определим % (5, у) ("). 

Задачей настоящей работы является установление существования 
решения уравнения (6) с краевыми условиями (7) и способ его по- 
строения. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть имеем уравнение * 


ди ит 9% . 

= И (1) --и а. (6) 
которое имеет решение в области ** А{х<Х. -В<у< Е}. Тогда 
модули производных 

ди 9%и 03 


ду ’ ое оо 


снутри области могут быть оценены через максимум решения в данной 
области независимо от характера начальных данных. 


* Здесь и в дальнейшем у обозначает то же, что в предыдущем параграфе 
оыло обозначено через $. 

** Доказательство этой теоремы проводится аналогично тому, как это делал 
С. Н. Бернштейн (2). 
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Доказательство. Пусть в замкнутой области А 
< 


Рассмотрим вспомогательную функцию 
те Пе, У | ди | Ц рти 
у ут, (В, У } Зи : 


где т -х эх... 0, В, < П. Рассмотрим значение функции и в обла- 
ИХ, и: < 1,}. Очевидно, что если % достиггэт макси- 


мума там, где 5% =0, или на границе области А, 


то < е"В, где 


т -- постоянная, которая будет определена в дальнейшем. 
Допустим, что ®’ достигает максимума внутри области и там, где 


9 

>. 2 0. Тогда в этой точке будем иметь 
ди О 
т и” 


Найдем производные от 9: 


ди’ В 9%и - 
Бы = Их, (В! -- у. в и ЗУ. -- те 


Оу рой ы в - О 
би + Ут, (В! — 1) зв АИ тут ИЕ 


ти г и 


ди, 
ти 
. те" у. 


ди 
Верхние знаки ставятся в том случае, если в точке максимума э >. 0 


/ ди 
ти 
+ т*е \ 8 


ди 
и нижние, если Е < 0. Далее, 


ди’ (Е — у) — у ом > 9? о уурты 9 
= эУа у Из (В, - и у 
Очевидно, в точке максимума будем иметь 
д%и _2 У у + те”* один 
9 Ур в. 
Далее, из уравнения (6) находим 
Г 1 ди 9% 
`д2 = и а ЗИ би ди д 
Рассмотрим далее выражение 
д ды а о, МО 
У} ТИ =и Ч" [+ И2, (8 -- у ) эй Е луз, 1 диз 
(В1.-- у) и | 


т не. У 
теме ЧР Я: 


1 и и т ‚ди 2 
БИБИ-ТИР-ур, )-  чо 
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3% 
й 


Подставляя вместо И его выражение и приводя подобные члены. 
( 


получим 


8 пи 1/— и и А и (2 Уз, у те"). ] 
0 [= - к. 1. Уи Ут, (В? — у?) 7 


49 [2У му те и. "ИР и+2 — 
и (= р ыы )у’9-. и Из И! -—и и 


(Вт. 1 в В) т я 
к Е -- те Я = 0 
у 


Подберем т так, чтобы первая квадратная скобка была положительна. 
'Гогда в точке тах % будем иметь 


\ 


| ди К 

| ду У т, (81) 
где А зависит только от размеров области. В точке максимума &’ будем 
иметь 


И, (В!) и" < М,. 
Для любой точки области получаем 
а ИЕ (8) 
ду] `Уз (В! — у)’ 


где /{ зависит только от размеров области. 


рассматриваем функцию 


Для оценки | 


и, = Из, (В: 9") |5 |+" 5», 
где х=х—хт, их, В, ЗВ, в области. А, (1 =, = В.) 
Если обозначим и’ == с ‚ то и’ удовлетворяет дифференциальному 
уравнению 
р 


Дальнейшие рассуждения не будут отличаться от предыдущих. 
Таким образом, теорема доказана. 


ЛЕММА 1. Решения уравнения 
д? д 
де (а>0), (9) 
удовлетворяющее условию и(0, у) =$(у), и(т, со) =0, и(х, 0) =1, где 
ф” (у) > 0, $ (0) =0(0), удовлетворяет соотношению р: > Овсюду в области 
существования решения. 


Доказательство. Не нарушая общности, можно предполагать, 
что 


1 " ‚ 

ря Ф (0) =8 (0), 
Вт ф’ (у) = Итф” (9), ф'У (у) существует, 
у>< У—>со 
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так как в противном случае мы построили бы последовательность ф, (у), 
сходящуюся к Ф (у) и удовлетворяющую указанным условиям. Решение 
уравнения (9) аппроксимируется решениями системы уравнений 


з 
“и, аи 


4. (9 


где и, -ф (у), и, (0) =9 (Уй), и, (со) == 0. 


Но очевидно, что и,.! > и,. Отсюда и следует справедливость выска- 
занного утверждения. 

Замечание, Формулированная лемма справедлива для уравне- 
ния (6), если его решение аппроксимируется решениями системы, аназло- 
гичной системе (9’), или является пределом последовательности решений 
которые аппроксимируются решениями системы, аналогичной (9'). 

ТЕОРЕМА 2. Существует решение уравнения 


Нан  , (6) 
ду? У’ и 0 
удовлетворяющее условиям 


и (0, у) =Ф(у); и(т, 0) =К (5) <9(2}; и (т, о) -=0, 
где 


К’ (0)` : —, х — я а 
ей и ( = пт . И = 
УЕ И 9 $ (9) 


$” (0) 
(у) < 8 (0); $ (0) =Ё(0); ф!\ (0) существует; К (5) — непрерывная функция. 
Доказательство этой теоремы легко проводится методом, применяемым 
ВоВе (°) при решении линейного уравиения параболического типа 
и автором (“). 
ЛЕММА 2. Решения уравнений 


«де 


при условиях 


$" (у) > 0, 


удовлетворяют соотношениям и, = и,. 
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Доказательство. Рассмотрим уравнение для разности и,--и,: 


о сое моей Нар) прийти 
ду* Уб—=. дт дх би» 


на границе области и, —и,. Так как 


И —_ 
т ОИ и. 0 то 0 


ЛЕММА 3. Последовательность решений уравнения (6) неубывающая, 
если последовательность начальных функций возрастающая. 
Доказательство. Рассмотрим два решения 


ди, _ 1 ди, .д%и» 1 дц. 
ди, Уб—и 02 ’ ду Уд. м д. 


где и, > и, всюду на границе области. 
Составим уравнение для разности и, — и: 
Ве 
93 и 9х 


ди. Ее (и! — и.) (10) 
0 Ушу (Ушу) 


‚Допустим, что существует область, где и, —и,< 0: пусть в этой 
области 


ди, ми 1 ее 
д Уб—шУб— и, (У шм+У— и.) РГ 


тах 2 


Сделаем преобразование и, — и, = е<*; и будет удовлетворять следую- 
щему дифференциальному уравнению: 


0% 1 д 
д, Уи ыы 
ди. 1 


[ут На УЕ | 


Там, где и, —и, < 0, также и < 0. Следовательно, разность и, — и, имеет 
отрицательный минимум, что невозможно. Таким образом, справедли- 
вость леммы доказана. 

ТЕОРЕМА 3. Существует решение уравнения (6), удовлетворяющее 
условиям 


и (0, у) =$Ф(у); и(т, 0) =0(2); Нти(х, у) =0, (14) 
у—>со 
где ф (у) — непрерывная функция, удовлетворяющая условиям: 
Ен - 
27 (< —№ при у<ь, = 


2де К и К, — произвольно малые постоянные. 
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Доказательство. Рассмотрим последовательность пар функций 


(1) = К, Фи (ч)} , 


где 
Й К (0 
$» (0) =), Фи = УЕ: Фи (У} и К, (т) 


удовлетворяют условиям теоремы 2. Очевидно, что построить такую 
последовательность можно. 
Обозначим совокупность этих функций через }, (5). Пусть 


[о ($) < р ($), Ит№=0(2), Пт, (у) =Ф(У. 


Для каждой ]„(5) строим решение уравнения (6). Обозначим его через 
из (т, у). На основании леммы 3 имеем 


Ит-+1 (т, 9) > и, (т, 9). 


Получаем, таким образом, последовательность решений, монотонно 
неубывающую 


и! (х, у) = и» (х, у) =.... < и, (т, у) = 8: 
На основании лемм 2 и 3 видим, что последовательность функций 


ограничена сверху решением теплового уравнения при краевой функции 
$ (у), удовлетворяющей условиям ф (у) >$(9), $" (у) > 0. Таким образом, 


С 


последовательность решений и„ (т, у) сходится, 


вши =и (9). 
71—>со 
На основании теоремы 1 замечаем, что все функции ил (х, у) 
имеют ограниченные производные во всякой внутренней области. Отсюда 
следует, что и (х, у) имеет ограниченные производные во всякой внутрен- 
ней области и удовлетворяет дифференциальному уравнению (6). 
Докажем, что и(т,у) удовлетворяет граничным условиям (11), 
Очевидно, что 
ти (5, у) = (5) и Ити(т, у) =0. 


1у—осо у>осо 


Докажем далее, что 
1шл и (5, у) =$ (9). 
х-+0 


Как указывалось, на основании леммы 2 замечаем, что все 
ии (х, у) < М внутри области. С другой стороны, так как последователь- 
ность и, (2, У) неубывающая, то \1т и (т, у) > $ (У). 

х—>0 


а 
и 
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Возьмем произвольную точку у=у,. Докажем, что 


Пти (т, 9) = (4%). 


х-0 


Рассмотрим области 0 {х-=а, у, —-я= уу, + а!, гдеа и %-— некоторые 
достаточно малые числа. Построим  далеё” функцию Ф* (у) при 
/, -@ 5 у = у, +%, удовлетворяющую следующим условиям: $* (у) > $ (у) 
и при УЗ у», $* (у) =Ф (%), <" (у) = 0, ф* (у, —%) =9* (+) = М. 
На прямых у=у —х и у=у,-х построим функции 


УМ и 3 Ф=М. 


Но функциям ф*. %, (2) и ®,(7) строим в области Р решение уравнения 

(9). Обозначим его через и* (х, у). Очевидно, что и* (5, у) = и, (т, 9) при 

`всех п. Следовательно и* (х, у) = и(х, у). Но !.ти* (х, у.) =$©(%), откуда 
х-0 


следует, что Пти (х, у,) =Ф(у.). Теорема полностью доказана. 


х>0 


ТЕОРЕМА 4. Если два решения уравнения (6) и, (т, у) и и, (х, у) 
удовлетворяют условил.м 


и, (0, у) <и, (0, у) =$ (у), и! (0, у) >0 при ух, (11°) 


ге = —- некоторое произвольно малое, положительное число, то и, (х, у) = 
и, (5, у) при х<а> 0. 

Доказательство. Рассмотрим функцию о (у), удовлетворяющую 
следующим условиям: 


$" (у) > 0; $(у) <$() при уе; Ф(у>и, (0,9) при Оку. 


Построим решение г (х, у), удовлетворяющее условиям 


с (л, 0) =0(2); =(0, у)=Ф(9); 5(а, ®)=0. 


На основании замечания к лемме 1 __ >=0 всю обл Очс- 
1 }1 рег” ду в ласти. че 


видно, что и, (12,9) >6(т,у) в некоторой области, примыкающей 
к оси ОУ. 

Пусть далее и, (х, у) > и, (х, у) в некоторой области. 

Рассмотрим кривую и, (т, у) =и, (5х, у). Очевидно, она такова, что 
никакая ее часть вместе с. некоторой прямой 5 =х, не может ограничить 
часть плоскости, так как это противо”ечило бы теореме единственности 
в”случае ограниченности производных от решений. 

Пусть кривая пересекает границу рассматриваемой области х-=Х; 
тогда она также должна пересечь ось ОХ или уйти в бесконечность. 
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Докажем, что в бесконечность она уйти не может. Предположим обрат- 
ное. Обозначим эту кривую через Г. Рассмотрим область О, ограничен- 
ную кривой Г и прямой х=Х. Обе указанные кривые уходят в беско- 
нечность; ‘и, =и, на Г ив бесконечности (если и, и, в бесконечности, 
то утверждение очевидно). 

Разность и, —и, удовлетворяет уравнению (10) 


(и! — и.) _ р д (и, — ие И 
9 УЕ, (с И 


Пусть, например и, —и, > 0 в указанной области. Проведем прямую 
у=(, пересекающую нашу область. Через каждую точку отрезка у=/ 
проводим прямую параллельную оси ОУ в области у < / до пересечения 
ори Г, в области у>>/ до точки Р, в которой значение функции 
будет равно половине положительного максимума значения функции 
4, —и, на этом отрезке. 

Совокупность течек Р образует непрерывную кривую, пересекающую 
кривую Г и прямую х = Х. Обозначим ее через Г,. Рассмотрим область, 
ограниченную кривыми Г -| Г,. Обозначим ее через р. Пусть и, --и, =.” 


ых. ди. 
Будем рассматривать и, о К как известные функции; > удовлетворяет 
дифференциальному уравнению 


0% _ 1 т И м 


бах Где" 


Сделаем преобразование &’ = ие”, где 
т ди, 1 
г — шаха (5 . ти . 


‹’ будет удовлетворять дифференциальному уравнению 


ди: 1 бе Г. 1 ‘ ] 
О ЗА Е Е . 
ду? у! Ре 0:5 Я Ос А тя У0 — и, 


Если # -/ 0, то оно должно иметь положительный максимум внутри 00- 
ласти. Но это невозможно. Аналогично можно доказать утверждение 
в случае, если область Р ограничена двумя кривыми, уходящими в бес- 
конечность. ; 

Таким образом, кривая Г должна пересечь ось ОХ в начале коорди- 
нат. Так как © (у) > и, (0, у), тоь> и,. Точно так же существует около 
оси ОУ область, где с <\и,. Кривая е=и, не может пересекать ось ОХ 
при #>0, так как тогда существовала бы область, примыкающая К 01 
ОХ, где и, <и,, с < и,. Следовательно, © < и,, а это невозможно. 

Кривая с =—\и, не может проходить и через начало координат, так как 
в этом случае имели бы в некоторой области с=и;; с >и.; и, ЗИ, и 


и это невозможно. 
Таким образом, кривой Г не существует и и, (у =а. $, 9. 
Пусть имеем область Д’{х = ХА, у< М}. 
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Пусть на границе области (на прямых у= 0, х=0, у= М) определены 
функции {},(5)}. Каждой }|,(5) поставлено в соответствие семейство 
ии (т, у)} функций, удовлетворяющих условиям: 1) на границе области 
они совпадают с |, (5), 2) они равностепенно непрерывны для всех }„ ($), 
3) шЁ (ив (х, у} > зар {и»' (1, у)}, если }, ($) > |, ($). Тогда имеет место 
следующая. 

ЛЕММА 4. Для всякого = найдется 5 > 0 такое, что зар {ин (т, У)} — 

шт (ил, (т, У)} < в, если |} (5) — 1» ($) | < 5, [| — фиксированная функция. 

Доказательство. Пусть 


р ($) > ри ($) 


Очевидно 
\ \ (вар. ай {и} 42 ду < М, (12) 


где ], < }»'. 
Допустим далее, что существует такое т > 0, что при всяком 8» 
найдутся 6» < 8, такие, что 


зар {ик} — 11{ {ик} > т, (12’) 


если |» — [и < 3 по крайней мере в одной точке М». Очевидно, что при 
6,—>0, Е —> со последовательность точек М» не может стремиться к гра- 
нице области, так как это противоречило бы монотонности последова- 
тельности множества функций ил (т, у). Отсюда на основании равносте- 
пенной непрерывности следует, что 


\ \ [вар {ил} — 104 {ил} 42 у > М,, (13) 
`р 


где М, > Ои не зависит от 8%. 

Рассмотрим последовательность бк ->0. Для каждой {, получим на 
осндвании соотношения (13) число М,. Если бы имело место (12’), то 
было, бы М,. К < М при любом К. Но это невозможно. Таким образом, 
лемма доказана. 

Примечание. Доказанная’ лемма справедлива для функций, опре- 
деленных в бесконечной области, если для них имеет место следующее 
условие: для всякого = найдутся такие Г, и М, что для всех допустимых 
ик (1, 9) при у > Г, имеет место соотношение | и, (т, у) — ив. (х, У)| < е, если 
п’ > Ми {ф, —> [1 при п’ -> со. Доказательство очевидно. 

ТЕОРЕМА 5. -`Решение уравнения (6) пограничного слоя при условиях 
(11), (11”) и 0 (5) = 1 единственно. 

Доказательство. Пусть существует два решения и, Ч У ии (т, 1) 
таких, что 


|, (2, У) — и, (2,, у‹)| > т > 0, 
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если (= — 2о)* + (у, — у,)* < р’. Рассмотрим две функции 


ЕЕ у) 


2, (2, 9, *) = з 


ео 


1—с - 


о, (х, у, а) == 


где о — достаточно малый параметр. Функции 5, и 5, удовлетворяют сле- 
дующим условиям: 


1° они удовлетворяют уравнению (6); 
ин = мии: =е. прис=0: 
о = 
ъ, (0, 9, &) = о, (0, У, а) =“ = Ф (9), 
5, (т, 0, а) —03 (2, 0, а) = В, 
—_а 


о, (9, со, &) = 6, (2, о, в) =1—. 


К функциям 2, и о, применимы рассуждения леммы 4, откуда следует, 
что для всякого е >> 0 найдется такое «,, что 


[ъ, (т, У, &)| —о, (т, у, а)| < е, (15) 


если а <, при всех т <Х. Но при достаточно малых а будем иметь 


а ТРЕ ЗО 
Рыбы "8 о 9 
где х, < Х. Из формул (14) и (16) получаем 


[о (то, и. а)—5, (=; Ус» а) = 


Ми №) - а „) 


и 
2 


а : 


что противоречит неравенству (15). Теорема единственности доказана. 

Примечание. Хотя это и следует из метода доказательства послед- 
них теорем, отметим еще раз, что для случая, когда 0(1) есть неубы- 
вающая функция от х, теорема единственности легко доказывается, если 
условие (11°) заменить условием 


и” (0, у) =" (у) > 0 при у> 0. 
Действительно, в этом случае, если существует не одно решение уравне- 
ния (6), удовлетворяющее условиям (11), то среди них имеется такое и,, 
ди, 
которое во всей области удовлетворяет условию р > 0. Но тогда, со- 


ставляя уравнение для разности и,—и,, где и, — какое-либо другое 
решение, удовлетворяющее тем же граничным условиям, получим 


д: (из —и,) _ 1 д ее — и) 


1 ди, 
РЕ: ЕВ 
ду 7. — и ЕЯ — и, У -— — и: де 
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Пусть и,--и, =0 на границе некоторой области, а внутри сохраняет 
знак. Тогда из последнего уравнения следует, что и,--и =0 всюду 
в указанной области. 
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М. Р1ЗСОСМОУХ. 1УТЕСВАТТОМ РЕЗ БОСАТГОХ$ БЕ ГА ТНЕОВЕ РЕЗ 
СООСНЕ$ ЕВОМТТЕЕВЕЗ 


ВЕЗОМЕ 


Г’еш4е Чи тоцуетепь 4’ип Пао е Чапз ипе сопеве {гоппеге а 66 
г6дие раг РгапаИ а ]1а зо оп ди зуз(ете 4’едиаЦопз: 


до, бо | О6, Ор а \ 

де АОИ д Году: › Й 
де, ‚де [ Г} 
Е -- [9 
9х ду Е 2 


ой с, е! су $06 1е5 Гопспопз сВегсвёез уёг1Папе ]е5соп 101$: 


оО рог у=0, | 
ву == ройг у = со 
"765 (1, У) ‘роще ё=0, 


7 


х [в 


реёС вап 4ез юпсмопз Чоппбез. 
Роиг 1ез саз 4’ип тоцуететь з1а зе, М1езез а Теда 1е ргоБ1ёте 
розё 4’апе тап1ёге залуаптце: 1гоцуег |а зо] а оп 4е 1'6апаною 


и ге 1 ди 
9° У0(л) ид 


убёг1 Яап |ез сопаИлопз 


и (0, у) =® (у); ицх, 0) =6(<); Ши-и (х, 1) = 0, 


у—со 


ой 1а Тюпсйоп 0 (2) езё сопипие её поп-Аёсго1ззап (е. 
№\щз$ Чётоп(гопз 1ез (Рёогёез зшуап{з. 
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ТНЕОВЁМЕ 1. Сопз46топз 26 диаиоп 


Фи _ 1 ди 
у — Уи и 92: (3) 


(иг роззе4е ипе зоийоп 4апз ип дотагте А {1 Х,— В у=№. Апогз 165 
тоди{е; 4ез Чегговез зиссезяасез 4е [а зоииоп и @те вещиез аапз [е 
@отайте сопза4ёгё аи тоуеп 4 талётит 4е (а зиоп таврепааттета ди 
‹агабете 4ез 4оппёез пиноез. 

Га 4етопз\гайрп ди \Шёогёте рец{ & ге еМесиаёе раг ипе паё(Войе апа- 
юхие а сеПе 4е 5. Вегизелт (°). 

ТНЕОВЁМЕ 3. /1 ее ипе зоиоп @е Гедиайоп (3) сегепапе ($ соп- 
{1107$ 


п (0, у) =$(у); и(х, 0) =9(х). Пи и (2, у) = 0, (+) 


ой Ф (у) е5ё ипе опсйоп сопипие свпНапё (е; соп@иоп$ зшсатез: 


°$(0) =9(0); Ишз(у)=0; 8(0) > $ (у) рог у > 0,] 
у—со } 
2° $ (у) =1 (0) —Ку роиг у < А,, ) 


ой К её А, вопё 4ез потафгез а\зз1 рей(з дие 1’оп уочдга.. 

Рог 61 аБШг Гашеце оп 46топуые 1ез _ ргороз1 поз аихШатез 
дпуап ев. 

ГЕММЕ 3. Га зийе 4ез зоинопз @е Рёдиайот (3)’ езё пон-@ёсгоз- 
‚аще, $ (а зиие 4ез фопспопх пийщез ф,(у) е5ё стогзаще ($,(0) = 0(0), 
(ое) < 0). 

Сопз1Аёгопз 1е Чоташпе ДО {5 = Х, у= М}. Зиррозопз цие зог 1а !гоп- 
(ге 4а Ч4отшате (зиг ]ез агоцез у=0, х=0, у=М) оп а Чоппе аез юп- 
епотз {#, (5)}. А сБааме [], (5)] оп 11% соггезропаге ипе {ат е 4е Ююпей- 
опз (и„(2,у)} уёг ап 1ез соп4ИЛопз зи1уал{ез: 

1) зиг а’ гопиёте еПез со1пе14еп( ауес 1ез }, ($); 

2) еЙез зоп\ ёха]ешеп\, сопипиез ройг {101цез 16$ }, (5): 

3) 11! {ил (2, у)} > зар (и»' (х, у)}› 52 [+ (5) > № ($). 

Оп а а1огз ]е 

ГЕММЕ 4. Роиг сйадие з И емяе ип >20 Ш дие зар {и„ (х, у)} — 
— Е (ин (2, У)} < а, 81 | [1 ($) — [и ($) < 

Те ]еттае 6ёпопсё езу' уга! рог ]е саз В со, $1 |’оп а: 

Оше! дие $0 в, И етяе 4ез потётез Г, её М ие роиг 40щез [е5 
и, (2, 9) ое оп а (а тёаноп |и„ (т, у) — и» (т, у) <з, Я п’ > М, 
у> Г. 

Се]а 61ап%, оп рей Аётопигег 1е 

ТНЕОВЁМЕ 5. Га зошиоп 4 Гёдиайоп (3) её ит ие диат4 165 
‹оп@опз (4) её (5) зопё сет раёез её диапа $ (У) Бё пе (а соп4йюп зи рр@- 
тетвите ф" (у) > 0 роиг у = з, з ат атфилите её 0 (т) = а 
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= = 


Га ЧётопзгаМоп езь Базёе зиг 1е [а зилуапё. биррозопз дие Чапз 
сеграйпез сопаи1опз Птиез И ех1з1е Чеих зо опв А гетиез и, (2, 9) е+ 
и, (х, 1). СопЧегопз 4епх ац1гез зо1аПопз: 


и 2 
и: (— та а Е 
| Ут а ) р “(УР у) 
а ПУ о ии аа 


Еп уеги аи ]етте 4 оп \гоцуе Ши [ъ, (х, у,а) —в, (х, у, 2) = О в 
в—0 


ий соп4гед1в А ’Вуро{Вёзе аие Гип1сИ6 п’а раз Пеи. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВИТТЕТМ ОЕ 1`АСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕЗ$ ОЕ 120855 


Серия математическая 7 (1943), 3—16 беге таМетайЙдие 


С. Н. БЕРНШТЕЙН 


© сходимости многочленов У ст / (№) "(12)" 
0 
В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ 


Предлагаемая работа содержит систематическое исследование обла- 
стей сходимости многочленов В„(]{(х)) для аналитических функций { (г), 
регулярных в данной области комплексной плоскости. 


Содержание: $1. Основное преобразование многочленов В„, ({(х)) 
в комплексной области (+9). $,2. Узловая линия ип етля (51). $3. 
Важнейшие свойства петли Ё,. (53). $&. Автономные области (56). $ 5. Уз- 
ловые окружности (57). $6. Общие свойства точек сходимости многочленов 
В, (/(2)) (61).$7. Генеральная область сходимостн многочленов В„(}!(х)), 
соответствующих одной особой точке (67). $ 8. Нахождение генеральной 
области сходимости Оь в случае любой области В регулярности (69). 
$ 9. Случай, когда границей области регулярности В является прямая, 
параллельная оси ординат (71). $ 10. Случай, когда функция }(т) имеет 
особенности на отрезке 01 (78). $ 11. Области сходимости многочленов 
А, (1(<))‘и асимптотическая форма областей сходимости многочленов 
В, (!(х)) при бесконечном удалении особых точек функции } (5) (80). 


$ 1. Оеновное преобразование многочленов В, (7(5)) в комплекеной 
области 


Вопрос о сходимости в комплексной области многочленов 
2 =: у Ч т ы =. п-т й 
В (бе) Вь(Д(ед =, = Лт) Ста) (1) 


впервые был рассмотрен Л. В. Канторовичем в прекрасной работе 
«О сходимости последовательности полиномов С. Бернштейна вне основ- 
ного промежутка» (Известия Акад. Наук СССР (1931), 1103 — 1115). 
После этого я посвятил тому же вопросу две статьи*. Настоящая 
статья имеет целью развить идею, лежащую в основе статьи из Сотрис$ 
Веп4из, и дать полное доказательство теорем, указанных в ней. 


* Зиг 1а сопуегерсе ае ‘сог4а1тез за ез Че ро]употез. Лопгпя] Че Ма ета исх, 
ХУ (1936), 345—358. Зиг 1е аотате Че сопусгвепсе Чез ройупошез В„(](2)) = 


м 
у (= ) Ста" (1 — т)". Сотиез Вепаиз, 202 (1936), 1356 — 1358. 
п, 
0 


1 Известия АН, Серия математическая, № 2 
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Исходной формулой является преобразование (1) к виду 


я —_ 4ма-вльта 
В» (1 (2)) = п! \ Т( )(х— 1)" д” 42 (2) 


Эа )=(па— (8 -т” 
С 


в которой С — любой контур, ограничивающий область, где [(2) по пред- 
положению регулярна, включающую отрезок 01. При этом х предпола: 
гается отличным от 0 и 1. 

Действительно, подинтегральная функция имеет полюсами точки 


=.” (т=0,1,...,п) с вычетами 
1 (*) (х— 1)"-тхт хр! (=) 2” (1 — ат 
‘т(т—\)...(-1(-2)...(т-т — т! (п — т)! 


Покажем, что 


паи" ув} 0 
если 
2—1 
и 


1 (3 


у) Се 42 —>0. 


В самом деле, 


108 (2-.) (2—:) ео И 2—= 
п—1 


= [2 0824108 (2—5 ) +... +108 (| 5 08 (2—1) | = 


$ 
= \\ юе-д +, 
0 


где п*’з„ остается конечным, если 2 находится вне отрезка 01. Но 


4 


ово -лне-0+ ты Е =— 1 (1— 2) 108 (2—1) + 21082, 
й 
поэтому 
108 (2—1)... ("= И2(2—1) = 
=и[--1- (1—2) 108 (2—1) + 210 2-+ в], 
т.е 


(224 )-.-@-1)е 


[(= — 1) =] * а (1 + р») У: (2—1), 


где пр» остается конечным при п > со. Следовательно, принимая во 
внимание формулу Стирлинга, получаем из (2) 


В, (1 (2 >И = 19 У-НыУ [(2=) (5)] о. (3-58) 


где п» остается конечным, откуда вытекает (3). 


СХОДИМОСТЬ МНОГОЧЛЕНОВ 


$ 2. Узловая линия и петля 


Из (3) или (3-51$) видно, что сходимость В» (| (%)) в точке х суще- 
ственным образом зависит от расположения линии 


ен ( 


которую назовем узловой линией точки (узла) х. 
Полагая 2=а-+%, т=а-- 18 и рассматривая функцию 


н> 
— 


Е (1, =) =(1— 2) ют 2106 > = Р, (а, Ь) 0. (а, 6) (5) 


в плоскости переменной 2 с купюрой по отрезку 01, где РЁ (2, х) является 
однозначной функцией, замечаем, что узловая линия определяется урав- 
нением Р. (а, 6) =0 и имеет одну двойную точку (увела абв 
В самом деле, 


В 2х0. о 01-1082 =0 (6) 


95 Эх - 


только при 2=2; все же прочие линии уровня Р. (а, 6) =С особых 
точек не имеют (если не считать точек отрезка 041, которые являются 
точками излома). Кроме того, 


ЭР __4 а о | о 
аа ВЫ Е (&>1, 


поэтому вблизи точки т 


РУ (4; )@-я+.. 
ми 
ео ИЫВИ НИ 


2 (1—1) 


причем радиус сходимости равен наименьшему из чисел х и |х-—1| 
(однако в случае О%х< 1 равенство (7) неприменимо при В.6 < 0). 
В дальнейшем, не нарушая общности выводов, будем считать В > 0. 


Из (7) и (5) находим уравнение пучка ортогональных касательных 
к узловой линии в узле (х, В): 


а?) (а—2)*-+28 (2% — 1) (а—а) (6 —В) — (**—а—В*) (6 —8)*=0. (8) 

ЛЕММА 1. Узловая линия состоит из петли (замкнутого контура } 
ЕР; и ее продолжения в виде двух ветвей, истодящих под прямым углом 
из узла х и удаляющихся в бесконечность; петля Ех включает в себя весь 
отрезок 01, если |х|>1, |т—1|>1, или часть отрезка 01, если хотя 
бы одно из этих двух неравенств нарушено (если, при 9% %< 1, В>0, 
то петля Ех превращается в точку т). 

В самом деле, ординаты Ь точек пересечения узловой линии 


Р; (а, 6) = (1—а) то |-+а104 


= |+ [81—98 “, | =0 (9) 


‹ прямой а=й, параллельной оси ординат, удовлетворяют уравнению 
Р, (№, 6) =0. Но уравнение 
дР ь м 


ГЕ —-—аг 
96 —1 - 


ак (10) 


ет 


1* 
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т 
левая часть которого непрерывна в слутае а. а в случае 


|-> | <> — имеет разрыв, равный — 2 при 6 =0, имеет не более двух 


корней в ат случае и не более одного корня во втором случае, 
так как ему удовлетворяют только точки верхней части окружности, 
проходящей через точки 0,1, х. Поэтому уравнение Р,(#, 6) =0 но 
может иметь более трех корней; в частности, если узловая линия содер- 
жит замкнутый контур (петлю) К., то число точек пересечения Р. 
с прямой, параллельной оси ординат, должно быть не более двух. 
С другой стороны, функция 


р» (а, 0) = 1 —а) 10| |+ а108| 2 (11) 


достигает максимума при 


т (12) 


в той из двух гармонических точек а,, а,, определяемых уравнением 
(12), которая лежит внутри отрезка 01, так как 


дР. (а, 6) _1 (а — 1)? + 6? (а — 1) + В м 
да АЙ [по а? + 6 — 108 а “| (15) 

и 
ОР ав аа а ® а (а— 1) — 6 1 
да? ет а о [а + 2] (1%) 
отрицательна при 0 <а< 1. Положим, для определенности, |= ть 


1 

т.е. «>; зогда максимум М =Р, (а,, 0) функции Р. (а, 0) достигается 
[х| 

ТЕ, 


МИН - 105 [|х! +! 2—1] + 
[< | 


Ре т 108 [2-Е Чо = — 115 


Кроме того, в точке (а,, 0) достигается также максимум Р.. (а, 6), рае- 
сматриваемой как функция двух переменных (а, 6), так как во всех 
точках 04 


1 
в точке а, > > отрезка 01, и так как а, = то 


Я 


ЭР. (а, — 0) 


ЭР, (а, { 0) И 
п а аи НИ ежа ме оаЕт > 0. 
Поэтому линия уровня вблизи (а,, 0) 
Р. (а, 5) =С 


лля С < М, достаточно близких к М, представляет замкнутый контур. 
и вследствие вышесказанного это будет иметь место, когда СЪ 0; 


расщепление линии уровня пооизойдет лишь при С = 0, соответствующем 


ОР ЭР. 
Эа” = 5 =—=0. Следовательно, в 


узле .. петля РГ, замкнется под прямым углом и продолжение ее пойдет 
по двум ветвям, удаляющимся в бесконечность. 


узлозой линии с узлом в точке х, где 


С (13 ние ЭР 
отласно (13) уравнение а =9 представляет окружность, поэтому 
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уравнение Р.. (а, 6) =0 при данном 6 также имеет не более трех корней, 
воледствие чего прямая, параллельная оси абсцисс, пересекает петлю Ех 
не более, чем в двух точках; в частности, при 6=0 уравиение (9) 
имеет два кория, из которых один меньше а,, а другой заключен между 
. иа,. Для определения положения этих двух корней, являющихся 
точками пересечения петли Ё, с осью абсцисс, рассмотрим три случая: 
| ЛИ: Эт 
В первом случае 
Р. (0,0) =105| х—11>0; Р, (1,0) =105|5 50, 
поэтому петля Ё, включает весь отрезок 01. Во втором случае 
Р‚ (0,0) = 108 |5—1|=0; Р, (1,0) =10815|>0, 
и летля Е. включает часть отрезка 01 с концом 1, но без точки 0. 
В третьем случае 
РОО РР. 10—50 
и петля ЁР,. включает часть отрезка 01, не содержащую ни одного из 
ого концов *. 
Кроме того, за исключением случая |х|=|х—1| (+. е. при #5), 


когда а, = ос, узловая линия имеет еще одну точку & >> а, на оси абсцисс, 
так как 


Р, (2, 0) =а108 | 52 — 108 а— 11 а108| 1—1 |108 2—1] (11-518) 


становится положительным при а-—> + ©. 


$ 3. Важнейшие свойетва петли РГР. 


ЛЕММА 2. Прямые, не пересекающие отрезка 01, а также все пря- 
мые, образующие угол не более 45° с осью абсцисс, имеют не более двух 
точек на петле Ех (при любом узле т}. 


Пусть 
Ь—=т (а—а,) (15) 


— уравнение рассматриваемой прямой. Положим сначала, что она не 
пересекает отрезка 01, т. е. а, (а,—1) > 0. Абсцисса а точки ее пере- 
сечения с узловой линией удовлетворяет уравнению 
Р.; (а, т (а—а,)) =0. (16) 
Для исследования числа корней этого уравнения берем первую и вто- 
рую производные: 
аР, _ 1 [ 10 @ Е - Е мы "| д 


ато а? | т? (а — а,)* аЗ -- В 
Е 5 . 
[чому] М 
а:Р, _ а—1- т*(а + &- 240) __@ + т? (а — 249) _ 
‘аа (а— 1) - т? (а — во} а? т? (а — @%)* 


(та + 1) ай — (т? + 1) [2а т? +  а- таз [ао (т? — 1) + 2] 
г [2 ЗЕ тл (а — во] [61 ий (а — ав) ) 


* Если || =1, то ЕР, проходит через точку 1; если |х—1|=1, то РЁ, прохе- 
дит через 0. 
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. @ера т аР 
Замечая. что е имеет не более двух корней, заключаем, что ыы 
э са 


и. ФР. 
имеет не более трех корней. Но при а = -+- оо значения д” Равны между 
С 
^ НР. 
собой, поэтому число корней -ча` Четное, т. е. ие более двух. а, сле- 
С 


довательно, число корней уравнения (16) не более трех, и петля Р, 
имеет не более двух точек пересечения © прямой (15). 
В случае а, (а, —1) <= 0, к которому мы ‘теперь переходим, предыдущее 


ЧР 
рассуждение неприменимо, так как я. имеет скачок, равный — 2тя 
с Явы Пар» 
в точке а, отрезка 01. Заметим, что “= - , если вместо перемен- 
а п аа 


ы ар, 
ной а будем рассматривать 6 = т(а—а,). так что скачок В при пере- 


ходе в верхнюю полуплоскость отрицателен (равен —2м); поэтому. 


если р. достигает при этом экстремума, то это может быть только 


’ и ЧАР. 
максимум. Таким образом. обозначая через а’, а” оба корня т УВ 
2 


тывая, что знак и. ааа” же что п а=-+ < 
ть : : Ча: ВНе промежутка (@’ а’ тотже, что пра >. 
т. ©. положителен, видим, что Р; не может иметь минимума между 
@’ и а”; следовательно, при т* < 1 (0 <ас< 1}, когда 


#2 Р.. д Е Ре 


аа? 


Рух не может иметь двух максимумов, а поэтому прямая (15) пересекает 
петлю Г, не более, чем в двух точках. 

Следствие 1. Если петля Ех включает отрезок 01, т.е. |2. 71, 
х—1|-=1. то она конвексна. 

В самом деле, если, непрерывно передвигая точку на петле КЁ. вмс- 
сто с ее касательной, начиная от точки (а. а) на оси абсцисс (вне 
отрезка 01), мы дошли бы до точки перегиба ранее, чем до узла х, то 
касательная к Г. в точке перегиба также пересекла бы ось абсцисс 
вне отрезка 01; но это противоречит лемме 2. 

Замечание. Если петля К. не включает всего отрезка 04, то она 
может и не быть конвексной. Вообще, угловой коэффициент т каса- 
тельной к узловой линии определяется равенством 


а (18) 


и для того, чтобы петля Р, была конвексной, необходимо и достаточно, 
чтобы 


9Р, я ОРЕ ОР - (с ке 9*Р.^\ оР. 
о дадь _ 96. дадь 96% да 


д*Р, 0, ,0Р, 
“аа Тары 
ме. 3. (19) 
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было отрицательно в верхней части Г. и положительно в нижней ее 
1 
части. Полагая попрежнему, для определенности, 8>0, «= 5 › заклю- 


чаем, как и выше, что при а, > 1 правая часть петли Ё., прилегающая 
к ее точке пересечения а, с осью абецисс, заключенная между узлом 
х и нижней точкой петли К., во всяком случае конвексна. Я утвер- 
ждаю, что если петля Р.. пересекает отрезок 01 в точке а, (0<а,< 1), 
то для нарушения конвексности необходимо и достаточно, чтобы по 
крайней мере в одной из точек пересечения К. с отрезком 04 угловой 
коэффициент касательной т, к верхней дуге К, удовлетворял неравен- 
ству 


па (20) 
Действительно, по формуле (19) в точке (а,, 0) 
ат 1 — т. тб —1 
Ат к я 21) 
аа ) = дР.. и в ь (2 
но -ЭБ (1 — @0) а с + аго 1 ;) (1 — 95) чо 
ат ь 
Поэтому при условии (20) Зе > 0, и конвекесность в верхней 
а=а0 
т="И 


полуплоскости (или в точке х,) нарушается. Напротив, в случае т: < 1 
угловой коэффициент т, касательной в точке а, к Г’. в нижней полу- 
плоскости а {0г{10г1* удовлетворяет неравенству т! < 1, поэтому как 
верхняя, так и нижняя дуга Г. конвексна вблизи а,, и так как касатель- 
ная к Г, при следовании по этим дугам до узла х или до нижней точки 
К. все время образует с осью абсцисс угол меньше 45°, то конвекс- 
ность, согласно лемме 2, не может нарушиться. 

Отсюда следует, в частности, что в случае |%|< 1, |2—1| < 1 (когда 
Е, должна пересекать отрезок 01 в двух точках) петля ЁГ, ие может 
быть конвексной. Действительно, по крайней мере одна из касательных 
в узле х имеет угловой коэффициент не меньше 1 по абсолютному зна- 
чению; поэтому, если бы соответствующая ей дуга была конвексна, 


то при пересечении с отрезком 01 она образовывала бы угол больше 45°, 


т. е. неравенство (20) было бы соблюдено. 

В случае |х—1| < 1, |х! >> 1 петли Ё, (имея только одну точку на 01) 
могут быть конвексными или неконвексными в зависимости от наруше- 
ния или соблюдения неравенства (20) в единственной точке а, пересе- 
чения Р,с отрезком 01. Рассмотрим, например, петлю Ё., соответствую- 
щую узлу (а, 0), где 1 <а<2 (5—1<1, || > 1). Для определения а, 
имеем уравнение 

а—1 9. 9. 
(1 — 4.) 1081 — + 4 Юн. (=) 


* Значения пу ит, из (18) отличаются лишь знаменателем, который в нижией 


ть > а 
полуплоскости по абсолютному значению (= ме 22а) больше, чем в верхней 


т 
(пав ет . 
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Угловой коэффициент т, в точке а, определяется равенством 


и =59 1 = Е. 
т, [ 105 Е ею. (15-13) 


Таким образом, летля Р, будет конвексной при &, близком к 1, и будет 
оставаться конвексной пока 


1 — @& 


ап 
к 


где а, удовлетворяет (22), т. е. пока 


1+ (1—0 е “97 
— ам (1 —а,) | а, 105 ты = 0. 
0 
Иначе говоря, Р, остается конвексной, если точка а, пересечения петли 
Е, с отрезком 01 (где а, растет от 0 до 1, когда я убывает от 2 до 1) 


удовлетворяет неравенству 


е^\ 1 


т. е. при А<а, < 1, где А<1— корень уравнения ——— =е"- 1 


$ 4. Автономные облаети 


ЛЕММА 3. Если точка х, есть некоторая точка выпуклости на петле Е. 
(т.е. касательная в точке х, не пересекает Е„), то петля Ех, с узлом т, 
находится целиком внутри Е... 

В самом деле, если Р,. (а, 6) =0, Р.. (а, 5) =0 уравнения двух узло- 
вых линий соответственно с узлами хи х,, то 


Р., (а, 5) =Р. (а, Ь) + Аа-+ ВЫ С, 
где 


ЕС ти. 


Й х—1 
х—1 .— 


ее 
11|: 


2 | - 08 


с =: |, В=агр 2 — агр 
т: 


Поэтому все точки пересечения данных узловых линий лежат на одной 
и той же прямой 
Аа ВС =0. (23) 


В частности, если узел х, петли Е,, находится на петле Р,, то каса- 
тельная к К, в точке х, имеет в х, двойную точку пересечения как с К, 
так ис Р,,; поэтому (23) есть уравнение рассматриваемой касательной; 
следовательно, в случае выпуклости ГР, в точке х,, т. е. при отсутствии 
других точек пересечения Ё, с прямой (23), Е, также не имеет других 
общих точек с РК... 

Определение. Будем называть область 5, включающую отре- 
зок 01, автономной, если петля любой точки контура С, ограничи- 
вающего эту область, находится целиком внутри С*. (Напомним, что 
петля точки х на отрезке 01 приводится к единственной точке х.) 


* Из дальнейшего ($ 6—7) будет следовать, что петли точек, лежащих внутри 5, 
также находятся целиком внутри автономной области ©. 
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Из определения непосредственно следует, что две автономные обла- 
сти 5 и 5, всегда имеют общую часть, и сумма двух автономных обла- 
стей 5 и 5, также представляет автономную область. 

В дальнейшем (следствие 10) будет показано фундаментальное зна- 


чение автономных областей в теории сходимости многочленов В» (1(х)). 
Поэтому мы укажем здесь важнейшие примеры автономных областей. 

Следствие 2. Область 5, ограниченная конвексной петлей Рх 
(дополненная в случае надобности частью отрезка 01, не попавшего 
внутрь Р,), автономна. 

Следствие 3. Если дано множество Е точек т, для которых 
| >1, |х—1| > 1. то наименьшей автономной областью 5, включаю- 
цей все точки множества [, является сумма областей, ограниченных 
петлями ГР, всех точек х множества Е. 

Для выявления некоторых других полезных примеров автономных 
областей необходимо обратить внимание еще на несколько простых 
свойств петель Р,. 


$ 5. Узловые окружности 


Определение. Назовем первой узловой окружностью 
петли Р, (или узла 5х) окружность С; с центром на оси абсцисс, 
имеющую уравнение 


2—1 
| 


=", (24) 


на которой находятся точки Р, с. горизонтальной касательной; назовем 
второй узловой окружностью (С; петли РЁ, (или узла 1) 
дугу ортогональной к С, окружности, заданную уравнением 

х—1 


ага", (25) 


т 


где находятся точки Р, с вертикальной касательной. 

Легко проверить, что радиус Е и абсцисса а центра окружности С. 
при любом 1 связаны соотношением В*=а (а—1); поэтому геометриче- 
ским местом концов А и А, вертикальных диаметров окружностей С» 
является равнобочная гипербола Г, имеющая уравнение 


6 а=0, (26) 


Вследствие (8) Г является также геометрическим местом узлов х, обла- 
дающих свойством, что пара касательных в них к петле К, параллельна 
осям координат. В силу ортогональности семейств окружностей С. и С. 
гипербола Г является также геометрическим местом концов В и В, гори- 
зонтальных диаметров окружностей Сх. 


В общем случае, когда точка 5 не совпадает с А (мы считаем попреж- 


с 


нему о = _ а о) ‚ для построения касательных к петле РЁ, в узле г 


можно предложить следующее построение: Обе касательные в точке т 
совпадают с прямыми ТА и хА,, соединяющими х с концами вертикаль- 
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ного диаметра Сх; при этом правая дуга петли РЁ, направлена по хорде 
ХА, первой узловой окружности Сх, а левая дуга, касаясь хорды ХА, 
направляется вдоль нее, т. е. вверх, когда х находится правее диа- 
метра ААД,, и направляется по продолжению хорды х, т. е. вниз, 
когда х находится на левой половине окружности С.. В виду ортого- 
нальности обеих Узловых окружностей эти касательные могут быть 
также получены соединением точки х с концами В и В, горизонталь- 
ного диаметра второй узловой окружности С*%. В самом деле, если 


Ка, 6) = (6 — та) (а тб) = тб? - (1— т*) аб — та” = 
есть уравнение пары ортогональных прямых, то 
ра = (1—т*) 6 —2та=0, р =2тЬ + (1—т*)а=о0 


представляют пару ортогональных прямых, образующих соответственно 
вдвое большие углы с осями координат. Поэтому из уравнения пары 
касательных в узле х 


(21). а +2 (5%), в-90-9+(%72), 46-8" =0 


следует, что. эти прямые образуют с осями координат вдвое меньшие 
углы, чем прямые 


д*Р. д0*Р, 
о) @-9 (3. ),_.6-В)=0, 


(2)... @-9-(5), 6-В=0, 


являющиеся касательной и нормалью к окружности 90, т.е. (24). 
В 


Кроме того для нахождения автономных областей с двумя осями 
симметрии, полезна следующая 
ЛЕММА 4. Если произвести зеркальное отображение правой верхней 
1 1 
четверти петли Е, (в>0, %>5,6>0, а> 5) относительно оси 
< 1 
абсцисс и прямой а=>, то Е, находится внутри полученного таким 


образом симметричного контура. 
В самом деле, 


Р‚.(а, —65)=Р. (а, 6) + а" <Р, (а, 6) (27) 
при 6 > 0, В> 0. С другой стороны, 
Ра Ра: 5) += (2а— 19103 | ва "| <Р, (а,5). (27-53) 


1 
Следствие 4. 1) Если узел т — х 7: 2.) находится внутра 


ветви гиперболы Г (57 —в— В* > 0), то петля Е, находится внутри 


“. 1 
щестиугольника, симметричного отаносительно прямой а= 2 


тальными сторонами, проходящими через Аш А,, и боковыми сторо- 


с горизон- 


р 1 
Н. : Е, ЕН 
ами А и ТА, ( координаты точек А и А, равны т ай Е: 
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т—1 ; 
206 К == = |) ; 2) если узел х находится между ветвями гиперболы Г 


(х’ —«—В* < 0), но вне окружности а? —а-- В? =0, имеющей диаметром 
отрезок 01, то петля Е, находится внутри симметричного относи- 
тельно оси абсцисс шестиугольника, образованного тордами. второй узловой 
окружности, соединяющими х с концами ее горизонтального диаметра, 
и вертикальными касательными к ней; 3) если же узел находится вну- 
три окружности 9’ —«-- В*=0, то петля Е, находится внутри сим- 
метричного относительно оси абсцисс четыреугольника, имеющего сторо- 
нами 05 и 11. 

В самом деле, в случае 1), т. е. при а* —а—В* > 0, замечаем, что 
петля Р, находится внутри прямого угла АхА, и между горизонталь- 
ными прямыми, проходящими через А и А4,, так как нижняя и верхняя 
точки петли ГР, лежат на первой узловой окружности С.., и внутри нее 
петля ГР, конвексна. В случае 2), т.е. при а* —«— В? < 0, 2? —а-- В? >> 0, 
замечаем, что крайние правые и левые точки петли Ё, находятся на 
второй узловой окружности или внутри отрезка 01. В случае 3), 
т. е. при а’ —«-- В* < 0, крайние правые и левые точки петли ГР, нахо- 
дятся на отрезке 01, а прямые, выходящие из узла х и пересекающие 
ось абецисс вне отрезка 01, не могут иметь других точек на петле К, 
(лемма 2). 

ЛЕММА 5. Пусть А,А,А,А, будет прямоугольник с вершинами 
на гиперболе Г; пусть Са, =С, будет первой узловой окружностью 
точек А, и А, (А, А, есть вертикальный диаметр С’), и пусть Са, = СА, 
будет первой узловой окружностью точек А, и А;; пусть Са, = СА, 
будет второй узловой окружностью точек А, и А, и Сл, = С, —сим- 
метричная ей вторая узловая окружность точек А, и А,. Если область 5 
ограничена четырьмя выпуклыми дугами АН,.А,, А,Н„,А,, А.Н„А., 
А.Н..А,, находящимися соответственно внутри внешнит полукругов 
С, Са, Сл», Са. причем дуга А„Н„А, симметрична дуге АН,,А, 


е 1 
относительно прямой а=ъ, а дуга А.Н..А, симметрична А,Н»„,А, 
относительно оси абсцисс, то область 5 автономна. 

В самом деле, если точка х находится на дуге АН,,А,, т. е. вну- 


три внешнего полукруга С’а, © диаметром А,А,, то радиус се первой 
: 1 
узловой окружности С. меньше, чем > 4А,А,, поэтому прямой угол 


между обеими касательными к петле ЁР, в узле х находится внутри 
угла А,тА,, и, следовательно, петля ЕР, проходит левее дуги о 
и правее симметричной ей дуги А.Н.А., оставаясь в то же время 
между горизонталями А,А, и А,А,. Если же х находится на верхней 
дуге А.Н. А,, т. е. между ветвями гиперболы Г, то прямой угол между 
касательными к петле ЕЁ, в узле х, опирающийся на концы горизон- 
тального диаметра второй узловой окружности С., находящейся вну- 
три С%,, лежит внутри угла А.тА,, а потому и петля Е, проходит 
внутри угла А.тА, и между вертикалями А.А, и. А, А,. 

Рассмотрим некоторые примеры автономных областей 5, получаемых 
посредством применения леммы 5. 
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Следствие 5. Область $, ограниченная эллипсом 


(ей =, (28) 


р Е 78 = 
Ар — и 1 
автономна, если р = =9=р рт ‚ а также, если р = 2’ 


49° + ] е а д 
а=р= Е р . В частности, первый случай имеет место для 


эллипсов Чебышева с фокусами 0,1 (в = р* — *) р 


В самом деле, в первом случае, когда р >4а-— большая полуось 
эллипса (28), дуга, лежащая выше стороны А,А, прямоугольника 
А,А,А,А,, образованн, го точками пересечения эллипса (28) с гипербо- 
лой (26), всегда удовлотворяет условию леммы 5. Для того чтобы 
боковые дуги эллипса (28) также находились внутри боковых полу- 
окружностей с вертикальными дизметрами А, А, и А,А,, необходимо 
и достаточно, чтобы координаты т,, у, точки А, удовлетворяли нерз- 


венству 
1 ‹ 
"+(2.-5)>Р, (29) 
в ий 
т А ИК 
которое после определения =, = - 
. Я о < И 


из уравнений (28) и (26) принимает вид 
Я 1 
У о оТРИТЕ 
зи: —- и = (29-513) 


Возведя (29-13) в квадрат, находим эквивалентное неравенство 


2 У (Г) (ет) (Р-Р) ее) 


м 4 
После сокращения на у Р’—х и вторичного возведения в квадрат, 


получаем неравенство 
1 те о о = о о о 
+ (2*-+4*)* >> 2? [(р*—9°)*— 7+4?) (р*— 34), 


которое равноценно 


Аналогичным образом в случае 9 = р 2>“ечае»м что для применимости 
леммы 5 необходимо и достаточно, что удо `орялось неравенство 


+(“-5) 24, 


которое, подобно предыдущему, приводимо сночал’ к неравенству 


2м У (рР-+) (ет) >(е+1) в р, 
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а затем к неравенству 


БИ 2—1 


Любопытно отметить, что в обоих случаях неравенства связывающие 
большую и малую полуоси эллипса асимптотически (при бесконечном 
возрастании эллипса) равноценны и сводятся к тому, что отношение 


между ними не должно превышать УЗ. 

Следствие 6. Бсякая симметричная относительно оси абсцисс 
область 5, ограниченная конвексным контуром, лелсалцим внутри круга 
с диаметром 01, автономна. 

Практически интересным примером такой области 5 может служить 
область, ограниченная двумя дугами окружности с центром в некоторой 
точке а отрезка 01 радиуса р (р<а, р 1 —а) и касательными к ней, 
проведенными из точек 0 и 1. 

Укажем еще один пример области 5, не симметричной относительно 


1 
оси а=5. Это — конвексные области Гро, играющие большую роль 


в теории нормальных рядов, которые ограничены внешней частью окруж- 
ности С радица В <1 с центром в точке 1 и касательными к этой 
окружности, проведенными из точки 0. 

Следствие 7. Область Гвьо автономна. 

В самом деле, если х лежит на касательной к окружности С. то 
петля ГР, находится внутри Гьо в силу следствия 6. Если же х 
находится на окружности С, то слева от х петля Р, проходит ниже 
прямой 0х, а с правой стороны от х петля. Ё, вовсе не проходит, 
если а’ —&—В* > 0; в случае же а* —х— В? < 0, справа от х петля ЕЁ, 
не достигает (следствие 4) ни вертикальной касательной ко второй узло- 
вой окружности С., ни верхней полуокружности Сх., т. е. остается 
внутри С. Таким образом лежащая в верхней полуплоскости часть 
петли Р, всегда находится внутри Гь, а потому (лемма 4) нижняя 
часть РЁ, также находится внутри Го. 

Аналогично можно проверить, что если имоем две окружности 
радиусов В и В, соответственно с центрами в точках О и 1 (ВВ, = 1), 
то конвексная область, образованная ими и их ;общими касательными, 


автономна *. 


$6. Общие свойства точек сходимости многочленов В„] (5) 


Перейдем теперь к исследованию связи между областями сходимости 
многочленов В„({(52)) и расположением особенностей функции /(2). 

ТЕОРЕМА А. Если функция [(2) регулярна внутри некоторой обла- 
сти, включающей петлю Е, и отрезок 01, то точка х находится внутри 


области сходимости многочленов В„(К?); х,1) = В, ([2)). Напротив. 


* Отметим также, что всякий круг с центром на отрезке 01, включающий этот 
отрезок, является автономной областью. Доказательство этого дано в моей выше- 
упомянутой статье из Тоигла! ае Ма 6та®йдтез. 
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если |(2) имеет один или несколько полюсов внутри или на петле Е, 
(будучи регулярной в остальцых точках), то точка х не может быть 
точкой сходимости. 

В самом деле, положим, что функция ](2) регулярна внутри круга 
радиуса р с центром т. Возьмем в качестве контура интегрирования 
в формуле (2) петлю ЁЕ,, дополненную в случае надобности бесконечно 
узкими контурами, замыкающими выходящие из нее части отрезка 01; 
в таком случае, вследствие (4) на петле Ё, условие применимости пре- 
дельной формулы (3) соблюдено. Петлю Е, можем затем заменить 
малым отрезком О с серединой в точке т, целиком лежашим в области, 
где Р. (а, 6) == 0, который дополним контуром С,, окружающим петлю Р,,, 
где Р,‚(а, 6) =^ < 0, причем постоянную |^| возьмем настолько малой, 
чтобы контур С, не выходил из области регулярности функции {(2). 
Для этого положим = (1 —2); тогда, по формуле (7) 

1 Г 1—2 
6Уа—= э Е 


а потому при —=<:<е, где = достаточно мало, Р. (а, 6) < 0, и инте- 


грал (3) примет вид 
‹ уе А р 
2 У: (1—2) 


п 2а—т) -> (АР ГЕ те ие 
оу те уро, о 


где А ограничено, а |е"К(:, ® | =е"^ на контуре С, убывает в геометри- 
ческой прогрессии с возрастанием п. Таким образом, второй из инте- 
гралов в правой части (30) стремится к нулю с возрастанием п, между 


= 


тем как первый интеграл после замены ёИУп=и преобразуется в 


И = узата “(+ у-) 
дну ув. 
вУн 
‹Уп м? (,, Ам 
ны 
-в Уп 


Уп т А (+ 
на ни) Иден] 
|7 г (в) 
—еУн 
Поэтому, фиксировав = Достаточно малым для того, чтобы С 


У ПЕР) 


данная произвольно малая величина, можем после этого взять п, доста- 
точно большим, чтобы при всех п > п, осуществлялось неравенство 


и чтобы на отрезке Р иметь <“, где «> 0 — за- 


(= ОЕ х) (а) «Уп аа) 
= | т _ у Чи < 25. 
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Но, так как при | А: | я 


У -* ( +7) 4 ее и 
В а ил 
п= о У 2 У2* ` 
-вУл —< 
то 
пР (х, =) 


Шо. Вь (1 7)) = Шт =! И Е а: = (1). 


Для доказательства второй части высказанной теоремы предполо- 
жим сначала, что функция |(2) имеет один простой полюс с внутри 
петли Р, или на петле РЁ, (с отлично от 2х), и пусть В=0 будет его 
вычет. В таком случае формула (2) заменится формулой 

ее п! 2) (2—1) 9-29 та: 
В» (+) +В и: 


СИ ия. 8 (12—11)... (713 —п) 


(31) 


Принимая во внимание, что правая часть равенства (34), согласно 
предыдущему, имеет пределом }{(х), видим, что 


В [В (Ио | - а), (32) 


а (пс . (пе— п) 


и так как точка с находится внутри петли бы или на ней, вследствие 


чего 
Е (с, х) х—1\!-с С 
е == = 
| | | (: = с | > 1, 
заключаем, что 


(1-х ОЕ © 
а >И: 2тп етЕ (с, х) 


" (е-*).-. А ы 


бесконечно растет вместе с п, а потому бесконечно растет и В„({(2)), 
а именно: 


на [257]. 9 


Аналогичный результат получим, если полюс с любой кратности [, 


1 
причем В; — коэффициент при РИ в разложении Лорана функ- 
ег 


ции /(2) ((=0,1,...,/[—1). Тогда формула (32) заменится формулой 
р 
, ВП бреет м ] | - вино 
Что Ве)" > И я > 


Но учитывая, что порядок возрастания последовательных членов суммы 


увеличивается с увеличением 1, заключаем, что В, ([(х)) асимптоти- 
чески равен и противоположен по знаку главному члену суммы, соот- 
ветствующему #=#—1, т. е. 


п! В1-1 9:1 р о") ] | 
В» (12) <> — Пи аа [= — 1)... (п) и. 
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иначе говоря, принимая во внимание асимптотическое значение про- 
изводных, находим 


ео 


ы о а 33-51; 
ее [15 Не р 


Отсюда видим, что | В, ({(х))! бесконечно растет при п—> о. 

В случае нескольких полюсов в предельном равенстве, соответ- 
ствующем (33-13), будет только один член, порядок возрастания 
которого выше всех прочих, если среди полюсов, для которых веще- 
ственная часть Р(с, х) достигает наибольшего значения, не будет двух 
полюсов одинаковой кратности, тогда В„ ({(2)) попрежнему будет бес- 
конечно расти при любых достаточно больших п. В противном случае, 
сохраняя только полюса с,,сС,, ..., с» наивысшей кратности й, для 
которых |еР(1.®]=... =|еЁР >| =М >1 максимальны, представим 
сумму асимптотических значений соответствующих им членов в виде 


2: | > 


Е 
п - - з ь 
4023 —— 
в 1 М" У Ре = Нь, 
8=1 


где Р, равен, с точностью до отличного от нуля множителя (завися- 
щего от х и с,, но не зависящего от п), старшему коэффициенту раз- 
ложения Лорана близ полюса с,, между тем как 12, есть мнимая часть 
Е(с., 2). Принимая во внимание, что все К значений е"+ различны, 
1 
видим, что порядок возрастания Н»„ будет тот же, что р ЯВ М", по край- 
ней мере для одного из К последовательных значений п,, п, --1, ...., 
п-+—1 при любом п,. В самом деле, допустим, что существует 
бесконечное множество значений п, для которых это утверждение ложно. 


Тогда А неизвестных ти, ‹ = Р.е!19?: удовлетворяют системё А уравнений 


Г 

а пез! О 1), 

$=1 (по + В У мтот+ 
главный определитель которой есть (не зависящий от п,) определитель 
Вандермонда. При этом, так как правые части уравнений е„,.: могут 
стать произвольно малы, х„.,: должны были бы быть сколь угодно 
малыми, что невозможно, потому что |5, :|=|Р.| имеют определенные 
отличные от нуля значения. Следовательно, по крайней мере для одного 
из К последовательных значений п многочлены В„({(х)} бесконечно 
возрастают. 

Замечание. Вторая часть теоремы А, которая для мероморфной 
функции дает асимптотическое значение многочленов В, ({(5)) в любой 
точке плоскости, без сомнения, могла бы быть распространена и на дру- 
гие виды особенностей, и было бы интересно знать, верна ли она при 
любых особенностях. Во веяком случае, весьма правдоподобно, что 
если для некоторых функций |(2) существуют точки сходимости т, 
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многочленов В„({(х)), не удовлетворяющие усле & первой части 
теоремы А или не являющиеся по крайней ме}, предельными для 
точек, удовлетворяющих этому условию, то такие точки сходимости х 
должны были бы быть изолированными. Не останавливаясь здесь а 
исследовании этого вопроса, назовем генеральной областью 
сходимости ДО» функции ](2), регулярной внутри некоторой обла- 
сти №, включающей отрезок 01, область О (являющуюся частью В), 
где сходятся многочлены В„(НКх)) всех функций ](2), регулярных 
в области В. Таким образом, из теоремы А вытекает 

Следствие 8. Условием, необходимым и достаточным (предпола- 
гая, что функция [(2) регулярна на отрезке 01) для того, чтобы 
точка т принадлежала к границе Оз, генеральной области Эв сходи- 
мости многочленов В„({т)) функции (2), является регулярность {(2) 
внутри петли Ех и присутствие на ГК; хотя бы одной особой точки, 
т. е. точки, принадлежащей к границе В’ области регулярности Е. 

Это следствие, которое в некотором роде аналогично теореме Коши 
о круге сходимости, вместе с тем существенно отличается от последней 
тем, что семейство концентрических окружностей в случае строки Тей- 
лора зависит только от одного параметра, тогда изи совокупность 
петель К. зависит от двух параметров. Вследствие этого совокупность 
контуров Оь., которые могут быть границами генеральной области схо- 
димости, зависит от бесконечного множества параметров (т. е. от произ- 
вольной функции). Принимая во внимание результаты $ 5, получаем 

Следствие 9. Если |5! >1, |[$—1|>1 и точка х принадлежит 
оснеральной области сходимости Ов, то и вся область, ограниченная 
петлей Е, , принадлежит ПОв. 

Следствие 10. Если некоторая автономная область 5 является 
частью области регулярности В функции [2), то она является также 
частью генеральной области сходимости О; в частиости, если В=5, 
то Пре ЕЕ 

Таким образом, область сходимости многочленов В, ([х)) совпадает 
с областью регулярности функции [(2) тогда и только тогда, когда 
последняя является автономной. Кроме того, согласно следствию 3, 
если во всех точках границы генеральной области сходимости Бь |т|=1, 
12—1| >14, то область Вь автономна. 

Все результаты $ 4—5 преобразуются благодаря теореме А и ее 
следствиям в соответствующие теоремы об областях сходимости много- 


членов В, ({(=)). Например, первая часть следствия 5 приводит к пред- 


ложению: 
Если функция | (2) регулярна внутри эллипса 


а? РЕ = — м 
АВЕ (рРа>РИ ЕН 


то многочлены В, ([)) сходятся внутри этого эллипса * 


* При этом, если {(5) регулярна также на некоторой дуге С этого эллипса, 
то ни одна точка дуги С не лежит на границе О’ генеральной области сходимости. 


2 Известия АН, Серия математическая, № 2: 
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Известная теорема Канторовича соответствует частному случаю 
а 1 
эллипса Чебышева, когда р’ =9 +. 


Следует заметить; что весьма простое рассуждение, посредством 
которого Канторович получил свою теорему, применимо к весьма 
широкому классу Р„({(2)), являющихся линейными функционалами», 
аппроксимирующими функцию /[(5) на данном отрезке и обладаю- 
щими лишь следующими двумя элементарными свойствами многочле- 
нов В, ({(2)): 1) Если [(5) есть многочлен степени й, то Рь (1(х)} также 
есть многочлен степени й; 2) если |[Кт)|< Г на отрезке 01, то 
| Р„({(2))| < сЁ на этом отрезке, где с— не зависящая от |(т) и от п 
постоянная. 

Обобщенная теорема Канторовича. Если линейные функ- 
ционалы Ри (1(х)), 1)довлетворяющие двум указанным выше условиям и 
равномерно сходятся к [(х) на отрезке 01, причем [(т) регулярна внутри 
некоторого эллитса Е Чебышева (имеющего фокусами точки 0 и 1), то 
многочлены Р„([(х)) сходятся к [(х) внутри эллипса Е. 

Следуя Канторовичу, разлагаем ](7) по многочленам Чебышева Т, (5) 
для отрезка 04 


(2) = о А» Ть (2). 


®--0 
Обозначая через В > 1 сумму осей эллипса Е, имеем 


И 1 
т иы.. д. 

С другой стороны, так как |Т, (1) | < 1 на отрезке 01, то, в силу вто- 
рого из условий, характеризующих функционалы Р, ([(т)), имеем также 
Р» (Ть (х)) | < С 
на отрезке 01, причем степень многочленов Р, (Т, (5)) не выше #, велед- 
ствие первого из упомянутых выше условий. Поэтому, согласно извест- 
ному свойству многочленов степени А, во всякой точке 2 внутри 

эллипса Ё имеем 

|Р».(Ть (2))] < ср", 
где р< Е — сумма осей эллипса, софокусного с Е, проходящего через 5. 
Итак, последовательность 


Р‚ (2) = У А» (Рь(Ть (2))) 
й=0 


ограничена во всем эллипсе с суммой осей р< В: 


со 


|Р‚ (2) < с УИ Аьн, 
^=0 
и по хеореме Стильтьеса сходится в нем равномерно к функции {(2). 


* Второе из этих условий можно еще обобщить, заменив постоянную С 


%-—- 
через С„, где Пт УС, =1. 
п=® 
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8 7. Генеральная облаеть сходимости многочленов В, (} (2), 
еоответетвующих одной особой точке 


Перейдем теперь к решению общей задачи об определении генераль- 
ной области сходимости Ов, соответствующей данной области регуляр- 
ности В. 

Положим сначала, что [(2) имеет только одну особую точку (вне 
отрезка 01), так что В’ =с— единственная граничная точка области В, 
лежащая на кснечном расстоянии. Если петля Г, содеужит внутри себя 
точку с, то х находится вне генеральной области сходимости 0; напро- 
тив, х находится внутри области О), если с лежит вне петли Ех; по- 
этому границей Д; области сходимости ДО в данном случае будет сово- 
купность узлов х, петли которых Р, проходят через точку с. При этом 
следует заметить, что узлы 5, обладающие свойством, что точка с нахо- 
дится на внешней ветви их узловой линии, лежат внутри О. Следова- 
тельно, имеет место 

ТЕОРЕМА В. Если с=а, +, (вне отрезка 01) есть единственная 
особая точка }(2), то область сходимости многочленов В„({(х)) огра- 
ничена наружным контуром П. (который назовем анти петлей точки 


с) линии 
© — 1 -с/иИт с ы й 
(+=) (=) = = 9%) 
3 < И 
образующим внутренний угол утв точке х=с, являющейся двойной точ- 


кой линии (34), и окружающим отрезок 01. 

Действительно, линия (34), которую мы можем назвать анти-узло- 
вой линией точки с, является геометрическим местом точек х=а-- 8, 
Узловая линия которых проходит через с, поэтому все точки линии (34) 
находятся. либо внутри области сходимости О, либо на ее границе Р.. 

Нетрудно проверить, что анти-узловая линия (34), уравнение кото- 
рой может быть записано в виде 


—4 
Ф, (=, В) =Р, (а, в) = (41—44) 108 5+ 
+, 108 | © |-+% ЕЙ =0, (34-Ъ13) 


ограничена, так как при |2| -> со, Р,. (@, 6.) ^ 108 |2] —> <. Кроме того, 
анти-узловая линия имеет (вне отрезка 04) лишь одну особую (двой- 
ную) точку х=с, вблизи которой Ф. (<, В) представляется как веществен- 
ная часть разложения 


ЕР (с, 2) = (1—6) 18 (1-29 ) +2108 (1-°—")= 


с —1 с 
Е 1 1 4 
Е ее. м. К 
о К ее | (с т 
К=1 
Уравнением пучка касательных в точке с будет поэтому 


(в. —0.— 5%) (а— а.) 25. (2а, — 1) (< а а.) (В ея 6.) = 
— (а—а,— 6%) (8—6,)* =0. (35) 


2* 
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Сравнивая это уравнение с уравнением (8), видим, что пучок касатель- 
ных к анти-узловой линии совпадает с пучком касательных к узловой 
линии с тем же узлом, но внутренний угол между касательными 
к наружному контуру области, ограниченной линией (34), составляет 


З 
в данном случае >; т. 


Рассмотрим для примера частный случай, когда особая точка 
с=а,- 1, находится на вещественной оси (6, =0); положим для опре- 


деленности * с=а, > 1 (если а, < 0, то достаточно произвести зеркаль- 


-. 


1 
ное отображение около прямой =). Уравнение (34) мозкем пред- 


©тавить в виде 
во ао 
[2-Е  3а> 
`Вводя полярные координаты о =рс0$8, В-=рз1т0, имеем 
1-ао 


и Фреозар = = (а, 11-69 (^^ ", 


и, разрешая это уравнение отиссительно со$8, нахолим 


об Аа, 1) (2) ] =Ф@). (36) 


45 


Таким образом антипетля Да, получается, если в формуле (36) брать 
только наибольшее из значений р, приводящих к тому же самому 
значению $(2)=с038. Из (36) видно, что ф(а,) =1, т. е. 0=0 при 
р›=а,; другой же корень р, уравнения ф (р) =/1 меньше а, (и соответ- 
ствующая ему точка не может лежать на Д..), так как 


1 “0—1 
1-40 (1,) 

р аб 
имеет два корня: а, <а, и а, между которыми $’ (2) > 0, причем 
$’ (р) <0 вне промежутка а,а,; таким образом р, < а, <а,, и значения 
р<рь› для которых $ (о) > 1, невозможны на анти-узловой линии; при 
росте р от р, угол 8 растет от нуля до максимума, соответствующего 
р=а,, Убывая снова до нуля при р=а,. Вся эта часть анти-узловой 
линии вместе с ее симметричным относительно оси абсцисс отображе- 
нием остается внутри антипетли Д.,. При дальнейшем росте р>а, 
мы уже находимся на антипетле Д.,: полярный угол 0 на ней все 
время растет от 0 до т вместе с р, достигая значения п в точке оси 
абсцисс с отрицательной абсциссой —х,, которая определяется из урав- 
нения 


о а0-—1 
1-х, = (а, —1) ®) (37) 
* Когда с—>1, то уравнение (34) стремится к |5! = 1, т.е. пределом антипетли 
является окружность радиуса 1 с центром в 0. 
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Например, при а, =2 уравнение (36) приводится к 


вме. 


а уравнение (37) дает %=2 (1-2). Эрдинаты у, точек пересечения 
антипетли Да, с осью ординат, определяемые, вообще, из уравнения 
‘ао 
0-1 
Ф (2) =0 или [см. (36)] 1-р? = (а, —1)? (=) у ‚ в случае 0, удовле- 
0 
4 гы 
творяют уравнению = ‚ откуда у =8-+У 80. Ординаты 9, точек 


пересечения О, с прямой &=2 определяются из уравнения 1- у? = 
ам 
16 


у. = 0). 


‚ дающего у =8 для двух точек, отличных от узла (х=2, 


$ 8. Нахождение генеральной области еходимости Ок в елучае любой 
области В регулярности 


В общем случае, когда границей области В регулярности функции 
[(=) (включающей промежуток 01) является любое замкнутое множе- 
ство В’, применение теоремы В ко всем точкам границы В’ приводит 
к следующему общему результату: 

ТЕОРЕМА С. Если В’ есть граница области В регулярности функ- 
ции [=) (не содержащая внутренних точек отрезка 01), то генераль- 
ной областью Ов стодимости многочленов В„(Ктх)) является область, 
заключенная внутри антилетель всет точек множества В’. 

В частности, если |(2) имеет только две сопряженные особые точки 
а, (6, >0), то границей Векь, области сходимости будет верхняя 
часть антипетли ОЭ точки а, 16, и ее зеркальное отображение, 
так как из (34-18) видно, что 


Р; (а, —6.)=Р. (а,, Ь,) + 26, а; 


поэтому обе антипетли Дичь и До, -ь, пересекаются лишь на оси 
абсцисс, причем Р.. (а, —6,) <0 в точке х=а, {16., откуда следует, 
что вся верхняя часть антипетли ДО... ;ь, точки а, | ®, находится внутри 


антипетли О,_:в. сопряженной точки. 
Пусть, например, а, = 1; тогда уравнение (34-13) для точки 
‹=1-+#6%, превратится в 


| -=0. 


или, обозначая через ф положительный угол, под которым отрезок 04 
виден из точки х, 
1 
гы 9 | 
[2|=И 1+ е и: (38) 
При ф=0 получаем точки пересечения с осью абсцисс: 
60 ага . 
И 
= У 1-е 5. при возрастании ф каждому его значению 
соответствуют две точки антипетли О\+.., лежащие на пересечении 
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окружности С”, из точек которой отрезок 01 виден под углом Ф, 
с окружностью с центром в 0, радиус которой, определяемый урав- 


нением (38), убывает, достигая наименьшего значения |/1- 65%, когда * 
1 , 

ф= агс48 —, тогда обе точки антипетли [\+:ь,, постепенно сближаясь, 
0 


совмещаются в узле с =1--1,, образуя таким образом всю верхнюю 
часть антипетли У)! +; присоединяя к ней ее зеркальное отображение, 
получим границу ШО!. в генеральной области сходимости, соответ- 
ствующей паре особых точек 1 + 16.. 

Следует такжё заметить, что если 6, >6,, то область О! +, сходи- 
мости, соответствующая паре особых точек 1 -- #6., находится целиком 
внутри контура О!+ь,, так как 


и 9 уе 


1 1 } 
при Ф < агс\ я < ага ты Поэтому О!. в, будет границей генеральной 


области сходимости, когда множество особых точек В’ функции {(2) 
будет состоять из любых точек с абсциссой 1, среди которых ближай- 
шими к отрезку 04 являются точки 1-+1.. Последнее замечание, 
значительно облсгчающее практическое применение теоремы С, может 
быть обобщено. Назовем лучами отрезка 01 лучи, выходящие перпен- 
дикулярно к отрезку 01 из любой его точки или выходящие под тупым 
углом к 01 из концов 0 и 1 отрезка. Множеством В, ближайших 
к отрезку 01 особенностей функции }(2) назовем множество, 
состоящее из всех точек границы В’ области регулярности функции 
(=), в которых каждый из рассматриваемых лучей впервые дости- 
гает В’. 

Следствие 11. Если В); есть множество ближайших к отрезку 
01 особенностей функции [(=), то `Ов. = Ов-. 

Для доказательства достаточно убедиться, что антипетли, узлы 
которых лежат на одном и том же луче, не могут пересекаться, т. е. 
что петля с любым узлом т не может иметь двух точек а, --,, 
а, +1, на одном и том же луче. Рассмотрим сначала перпендикуляр- 
ный луч: О<а,=а, <1, 0<Ь<6,. Если бы обе точки а-,, 
а, 16, находились на петле Р., мы имели бы Р.. (а,, 6.) =Р, (а, 6,) =0 
и Р, (а, 6) >0 при 6, <6<,; следовательно, Р..(а,, 6) достигало бы 
максимума для некоторого 6 =6, > 0, и в этой точке мы должны были 
бы иметь 

0*Р а и —1 

9" -д+и вв < 
что невозможно при 0 < а, < 1. Рассмотрим также случай неперпенди- 
кулярного луча, когда 6, =т (а, — 1), 6, =т (а, —1), т> 0, аа >а, > 1. 
Из Р, (а, т (а, — 1)) =Рх (а, т(а, —1)) мы, подобно предыдущему, 


1 
* Дальнейшее увеличение ф>> агс; р. Соответствует «паразитной» части анти- 
[о 
узловой линии, находящейся внутри ее наружного контура О\ +350 
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должны были бы заключить [пользуясь второй из формул (17)], что 
для некоторого а (а, За<а,) 


4Р._ 1 _ @+т? (4-2) _ а т? (а — 1) 0 
аа “а—1 та етерб—н <, 


что невозможно, так как аа, > 1. 

Отсюда же вытекает 

Следствие 12. Граница автономной области $ имеет одну и только 
одну точку на каждом луче отрезка 01. 

Из предыдущего вытекает также следующее свойство автономных 
областей, которое можно было бы принять за их определение. 

Следствие 13. Для того чтобы область 5 была автономиа, 
необходимо и достаточно, чтобы антипетля всякой точки ее границы 
охватывала целиком область 5. 

Кроме того докажем 

Следствие 14. Если 15| =1, 5—1 |1, то область, ограниченная 
антипетлей Ш)., автономна. 

В самом деле; в силу следствия 7, из |5'’|< 1 вытекает, что все 
точки х петли К, удовлетворяют тому же неравенству {15| < 1; точно 
так же из |т’—1| < 1 следует, что все точки петли Р‚. удовлетворяют 
неравенству |х—1|< 1. Поэтому все точки 5’ антипетли ДО, удовле- 
творяют неравенству |5’ | >1, |5’ —1|>1. Но, если бы область, огра- 
ниченная антипетлей 0)., не была автономна, то на О; существовала бы 
такая точка & что ее петля Р, пересекла бы ДО, в некоторой точке 
1х’, петля которой Р,. проходила бы также через точку х; но это про- 
тиворёчит следствию 1 и лемме 3. 


$ 9. Случай, когда границей области регулярности А является 
прямая, параллельная оси ординат 


Рассмотрим более подробно случай, когда область В регулярности 
функции }/(2) ограничена прямой а=с>> 1. Согласно предыдущему, 
генеральная область сходимости Д включает в себя все точки х, петли 
которых РЁ, не имеют точек на прямой а=е, причем точки х, петли 
которых пересекают эту прямую, лежат вне области 2; поэтому гра- 
ницей О’ области сходимости Д будет служить геометрическое место 
точек х=&-- 13, находящихся на прямой а=с или являющихся узлами 
петель, касательных к этой прямой. Обозначая через 6, ординату 
единственной точки петли Р., находящейся на прямой а=‹с, мы должны 


иметь таким образом 


а не, (39) 


так как точка с, петли РЁ, с вертикальной касательной лежит на 


зторой узловой окружности, и 


зо 


о Чо 
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Напомним, что при 8’<’—х (внутри правой ветви гиперболы Г) 
крайней правой точкой петли К. является ее узел: х=с, В=ф,; поэтому 


отрезок прямой а=с, где 161 =ИУ@—о служещий хорлой гипер- 
болы Г, принадлежит границе ШО” области О. Если В* < 5? — асс, 
т. е. если узел т находится внутри сегмента гиперболы, образованного 
прямой а=с или внутри симметричного ему левого сегмента гипер- 
болы Г, то соответствующая ему петля К, не достигает этой прямой. 
Таким образом всякая другая точка х=ях--:3 контура О’ либо удо- 
влетворяет неравенству В? > а’ — а, т. е. (если полагать для определен- 
ности В>0) находится на зерхней половине своей второй узловой 
окружности (39), либо х’— о > с*—с. Во всяком случае, точка каса- 
ния С--®, должна находиться на нилзней половине той же окружно- 


сти, так как при возрастании 6 Р, (с, 6) достигает максимума при 


ОР 
6 =6,, а потому 5 * переходит от положительных значений к отрица- 


ь 
тельным [т. е. прямая а=<с входит здесь внутрь окружности (39)]. 
Следовательно, из двух значений 6,, удовлетворяющих уравнению (39) 


всегда нужно брать меньшее по модулю, т. е. |6, |< И с’—си вместе 
с тем |6,| < В|, так как в случае В* > о*—х узел х находится выше, 
а точка с, находится ниже горизонтального диаметра соответ- 
ствующей окружности; в случае же а* —а >> с*— с один из корней урав- 
нения (39) менее |В| по модулю. 

Таким образом, полагая 6, =:8 (0 <{=< 1), имеем для определения 
криволинейной части контура ДО’: 


откуда 


(Е — 12) | (с — с) — 1 (а — а) и 
Цае- В я [6 —е— 1 (а —а)]) 


(а — 1) (#1 — #2) + с — с —1 (а? — а) ]1-с # 
>. = ао ый [2 1 — = =1. (40-513) 


Дроби, находящиеся в первой части (40-513) сокращаются соответ- 
ственно на &—си (&—1)#- (1—с). После этого сокращения уравне- 
ние (40-15) приводится к виду 


ее ити 


т. © 
ас -1 #с-1 . 
о и. 
Полагая 
1 
аи, и>0, (43) 


выводим из (42) 


= [ —1+ (1-4) -е-ы] | (44) 
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и из (41), (43) и (44) находим 


М {1 аи — (2—4) и]. ты 


Таким образом, уравнения (44) и (45) определяют координаты х, В 
точек криволинейной части (а < с) контура 0)’ в виде функций пара- 
метра и>0 (при и->0 находим а=с, 8* =с*—с, что соответствует 
точке, где криволинейная часть контура смыкается с его прямолиней- 
ным отрезком прямой «= с). 

К тому же результату можно притти и другим путем, ограничи- 
ваясь только рассмотрением функций вида 


1 (в) = \ 2-94 (5), (46) 
0 


где $(6) —функция с ограниченной вариацией, так что /(2) (представ- 
ляющая разность между двумя абсолютно монотонными функциями при 
2 < с) регулярна в левой полуплоскости & «с. Из предыдущего ‘сле- 
дует, что сходимость многочленов В„({х)) для всех р (96) 
обеспечена внутри контура 1’ › определяемого уравнениями (+4) и (40) 
и дополненного соответствующим отрезком прямой «=с. Докажем это 
другим способом, из которого видно будет, что в данном случае точки 


на контуре О’ также являются точками сходимости. Для этого заме- 
тим, что 


=} Хе ини зу-ивий = 
0-0 


`В 
— | [деп + 1 — 2" е-* 4%(№). (47) 


0 


В еилу теоремы Стильтьеса-Витали, достаточно доказать ограничен- 
ность В, ({(1)) во всех точках рассматриваемого контура. Но 


[е®) 
7 АА ( АЛ | 
Пе \ т = \ 2 (1), 
0 


во всех точках х=а-- В, где 


[ет + (1 —2)| < е^ 


в 
при всех #=0, или, полагая е" =1-+и (и>0), 


| хи 1 = (1 - 9%) -Е Ви? < (1 и); (48} 
поэтому для сходимости достаточно, чтобы точка х находилась внутри 
всех окружностей 


(++ 


+в Вер м (и=0). (48-13) 


и 


=| > 
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Область, определяемая этим свойством, должна, очевидно, паходиться 
между горизонтальными прямыми 


Е 1 с [А 
ЕВЕ ти С“ = ть, (49) 


причем это значение соответствует верхней и нижней точке области 


ны 
сходимости, где а= —-. =1—с. С другой стороны 


—1 +) << [4+1] (и> 0), 


и так как правая часть минимальна при й—=0, ТО &=<с; левая же 
часть максимальна, когда 


(1 и) <-1 [(<—1) и —1] =1. (50) 


Удовлетворяющее этому уравнению значение и=и,, которое является 
наибольшим приемлемым значением и, при всяком с >1 заключено 


1 2 
между и; —. Поэтому, обозначая через —х, абсциссу крайней 


слева точки сходимости, имеем 


(1 шо + 1 : с 
о № 1 


И 
то 


откуда (о — т ЗЕЕ 


‚ и, следовательно, т, удовлетворяет уравнению 


(= ар еб И (=). (87-18) 


се —1 


Вообще, из (48) получаем; что сходимость имеет место при 
я ‚ Разие 1: ы 
В = [ СА а + „) ] ) (51) 


где «— любое число между —х, и с. Значение и, соответствующее 
минимуму правой части (51), определяется из уравнения 


2си (1 и)*<-1 — 25 (хи - 1) —2 (1+ и) +2 (зи + 1) =0, 
или, после упрощения, 
(и) е- и] +4150. (52) 


Решая уравнение (52) относительно а, получаем уравнение (44) и, под- 
ставляя найденное значение в (51), находим второе параметрическое 
уравнение (45) граничного контура О’ (вместе с В* <с*—с, при а=-с, 
соответствующим прямолинейному отрезку контура 2’). 

Формулы (44) и (45) могут быть также использованы для нахожде- 
ния генеральной области сходимости, когда областью регулярности 
является прямоугольник А, с вершинами (с, 6) и (4—с, +6), где 
с*—с < 6*. Мы уже видели, что в случае с* —с=6* область сходимости 
Рь совпадает с областью В, так как она автономнз. Если же 6 =, 
то, поскольку область сходимости О. симметрична относительно пря- 
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1 
мой «=- ‚, она заключена между прямыми я=с и =1 —с и ограни- 


| 1 
чена сверху и снизу контуром, который при х> -, определяется фор- 


мулами (44) и (45), а при «= > — формулами, получающимися из (44) 
и (45) заменой х через 1—а. Эта область 2, = сохраняется неиз- 
менной при уменьшении 6, пока 6 >у,, где у, —ордината наивысшей 
точки области О; при дальнейшем уменьшении высоты 6? > с* —с 
прямоугольника регулярности В, область сходимости О, сокращается 
за счет участка Бо, выходящего из К,: именно, при значениях 9, близ- 
ких к 5, для которых формула (45) дает 3°> 5*, нужно полагать 


8*=6?, т. е. срезать область Д. горизонтальными сторонами прямо- 
Уугольника В,. 


Заметим еще, что формулы (44) и (45) становятся иллюзорными 
при с=1. Но если составить из них 


Не 


а В = {1-Е (1-и):<-! [(2е—1) и — 1}, 


то для с-»1 находим уравнение 


В" =1, 


совпадающее с уравнением антипетли точки с =1 [согласно уравнению 
(34)], так что в этом случае область сходимости О представляет круг 
радиуса х с центром в 0. Таким образом, если, например, областью 
регулярности В является прямоугольник с вершинами (0, - #) и (1, + №), 


1 
где й <>, то областью сходимости служит часть прямоугольника, нахо- 
дящаяся внутри кругов радиуса 1 с центрами в концах отрезка 01. 


Примеры. 1) Пусть с = ‚ тогда уравнение (37) обращается в 


(== 27.2, 


откуда х,=3; следовательно, абсциссы & точек области сходимости 


- Е 
Р заключены между 5 и — 3; согласно (49), ординаты этих точек заклю- 


чены между + —— т а . Уравнения (44) и (45) обращаются в 


Е ый 


а -- 


3 
где и изменяется от 0 до 3 (на замыкающем отрезке контура х = -- 


9? 
3 ее 
#=). 
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Исключая и из уравнений (53), получим алгебраическое уравнение 
четвертой степени 


или 
(22-8 —3)* =4(3=- 23); (54) 
при этом область сходимости О ограничена внешней частью цикла, 
г 3 
образуемого кривой (54), которзя касается прямой = в точках 
3 х 
и внутренняя же дуга кривой (54), имеющая точку возврата 


при х=1, В=0, должна быть заменена отрезком этой прямой между 
указанными точками касания. 
Интересно сопоставить уравнение (5%) с уравнением (36) анти-узло- 


3 
вой линии точки => › которое приводится к виду 


а? -|- 823 Е ре : 
16 ( - ) а АВЕ (36-Ы3) 

о ОО 
гле антипетле соответствуют только значения а” -|- 83° > ;-. Как всегда, 
лежащие на оси абсцисс точки —х, и с=а, границы О’ области схо- 
димости, соответствующей области регулярности «< с, находятся 
на антипетле Да, точки а,; все же прочие точки О’ лежат внутри ДО... 


3 
Замечание. Злачение с = > Является единственным рациональным 


числом (с >1), при котором решение т, > 0 уравнения (37-Ъ1з) [или (37) 
при а, =с]| также рационально. 
В самом деле, положим 


где а, ри 4,, р, —две пары взаимно простых положительных чисел. 
Отсюда 


а Р (91 + Р1} 
24, — 4Р\ 


1 — 2. (@+Р) 
24: — ЧР!’ 


) 


так что уравнение (37-513) принимает вид 


и ( 4 на 
Ри р , 


Следовательно, необходимо, чтобы 
р = АЗ Че ВТ, ОКЕ и У В 


где т > 0, т, > 0 — целые числа, А >1, В > 1 — целые взаимно простые 
числа, причем 


тр (4, + р,} =т,р, (Ра), 


тА"В" {| (т— т) АТ" — т, ААВ" —=0 
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Вследствие 9. Р- ЧР, >0, имеем 8=т—т, >0, и так как необходимо, 


7-4 КЕ "1 
чтобы 8 =у8В"*, где у— целое положительное число, то по сокращении 
т 
на (АВ) ‘` получаем 


т А у4” — т В‘ -=0. 
Поэтому В >1и т, = у, 4, где у, > 0О— целое число; в таком случае из 
зе, ВИА" 
са мол сте пу и 
Ри В ОВО. (55) 


Следовательно, $ -у+у,, причем знак равенства имеет место лишь 
при у. =у=1, В=0=:2, и оба равенства (55) тогда соблюдены; 
но если $ >у-+у,, то первое из равенств (55) влечет за собой 


20-8 5-9}. 


которое при В = 2 невозможно. Таким образом, необходимо, чтобы 
В-05—2, у) =А—=1, откуда р=р=1, 9, =2,4=2’=8, поэтому 


—8, и, следовательно, =>, 2,5. 


г СЕЙ, ® ) 
2) Пусть с=2; тогда уравнение (37-Ъ13) обратится в 


(ву -ьчь 


откуда 2, =2(1+]2) и —2(1+У2) <а<2; согласно (49) [31 < 4. 


Уравнения (44) и (45) получают вид 
С О) (О-о у2.. (56) 


Для исключения и возведем в квадрат первое уравнение и сложим 
со вторым; полагая 0’ = а” -- 8*, получим 


р’ =6-{ 8и - Зи* (ре 


. $ И Ао 
Беря положительный корень и аа и подставляя его в пер- 
вое из уравнений (56), находим 
З 
д и 
п баб а 


3 


(< еже 
ин (Зв —2): 


—= 65° === 
(х убывает с возрастанием р). Симметричная относительно оси абсцие ` 
часть этой кривой 6-го порядка, соответствующая значениям р при 
6 = р’==< 12-8 И2, образует криволинейную часть контура 0”, замы- 
каемую отрезком В’=2 прямой «=, которой она касается в точ- 
г 
ках (2, -у2). 
Этих двух примеров достаточно для получения ясного предоставления 
о форме и размерах области сходимости О, соответствующей области В 
регулярности &<с>1. 
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$ 10. Случай, когда функция [(7) имеет особенности на отрезке 01 


При выводе основных формул (2) и (3) мы предполагали функцию 
{(=) регулярной на всем отрезке 01, а поэтому это предположение 
сохранялось и в дальнейших выводах. Однако, вводя соответствующие 
дополнения в формулировки теорем „можно распространить их и на тот 
случай, когда /(2) имеет особенности на отрезке 04. 

Для этого заметим прежде всего, что если контур интегрирования 
С в формуле (2) пересекает отрезок 01 в одной или двух точках а, < а,, 
то эта формула заменится формулой ы 


[а1%] 


Въ ны, У УИ атата а" = 


т= [а0%] +1! 
Ее п! Ре ь 
в ) 9 о п). (2-13) 


лишь бы ап и ап не были целыми числами *. Асимптотическое пре- 
образование, приводящее формулу (2) к формуле (3), может быть сде- 
лано и здесь при условии, что 


10| т 140 д—1 


ре ВЕ И 


а (57) 


11 —а, 


Действительно, в таком случае в точке а, (или а,), где асимптотиче- 
ское преобразование неприменимо, мы имеем 
2 | (па, Ус 1) (па, 5 2) 35% (па, —п) | > (па, 1. [па.]) ([па.] я 1)! (п — [па.] ки в 


поэтому +* 
п! 
Пт Е. = 
. (па — 1)... (70 — п) 


Т=со 


1 
в Ин (и аа > 1—9 аа 


и, следовательно, на контуре С вблизи а, (и а,) подинтегральная функ- 
ция стремится к нулю. Таким образом при условии (57) формула (2-13) 
преобразуется в асимптотическую формулу 


Жо 


Из (58) вытекает следующий вариант теоремы А: 
ТЕОРЕМА А-Ь1з. Если функция |(2) регулярна на петле Ех точки х 
и внутри К., причем петля Ех пересекает отрезок 01 в одной или двух 
точках а <а,, и если }(2) ограничена на всем отрезке 01, то 
15 В, ((=)) = 1 (=). (59) 


Действительно, м контур С достаточно близко к ЁР,, чтобы 


* Очевидно, что’ при любых а, < а, это осуществляется для бесчисленного мно- 
жества целых значений т. Точно так же всегда существует бесчисленное множество 
значений п, для которых ап — [ап] > (1— 3)", ап — [ап] > (1—3)*, как бы 
ви было мало данное : > 0. 

** См. предыдущую сноску. 
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формула (58) была применима, найдем, как при доказательстве 
теоремы А, что 


1ил В», ава, (И(2)) = /(). о 


где а, <а,, а, >а,. Но благодаря условию (57), каждый из членов 


В» (=), не входящих в В, ава, ({(5)), менее п-го члена некоторой 
убывающей геометрической прогрессии; поэтому 


15 | В, (162) — Вь, ам (1) |= 0. 


Из нашего рассуждения следует также, что формула (59) остается в силе 
и в том случае, когда [(2) безгранично растет на отрезке 01 вне 


петли Р,, если только при построении многочленов Д„({(2)) берутся 
т ы гу 
вместо значений (=) вне промежутка аа, любые ограниченные числа, 


Отсюда вытекает любопытный факт, замеченный Л. В. Канторовичем, 
что если функция {(2) на отрезке 01 склеена из нескольких различных 
аналитических функций, то в некоторых областях плоскости комплекс- 
ной переменной многочлены В» ({(+)) схолятся к каждой из них. 

Рэспространяя данное ранее определение антицетли точки с на слу- 
чай, когда с находится на отрезке 04 (0 <с=< 1), находим, что анти- 
петля точки с, т. е. геометрическое место точек, петли которых про- 
тодят через с, имеет уравнение 


п: (ЕС)! 6 (Ф=с= 8). (60) 


Уравнение (60) [являющееся пределом уравнения (34) при 6, —>0] пред- 
ставляет лемнискату с двойной точкой с: при этом левая часть лемни- 
скаты соответствует узлам петель Ё., для которых с является правой 
точкой пересечения с осью абсцисс, а правая ее часть соответствует 
петлям, для которых с служит левой точкой пересечения с осью абсцисс. 

Таким образом из предыдущего вытекает также полное решение 
вопроса о генеральных областях сходимости многочленов В» (1(2)) к каж- 
дой из аналитических функций, из которых составлена на отрезке 01 


функция [(7). 

Следствие 45. Пусть функция [(х) обладает следующими свой- 
ствами: }(т) ограничена на, всем отрезке 01; в киоюдом из промежутков 
0а,, а.а.,..., а,й отрезка 01 она совпадает соответственно с апалитичр- 
скими функциями } (2), | (2), ..., [№(1), регулярными* внутри соответ- 
ствующего промежутка. Тогда, если О,, О,, ..., Вь — генеральные обла- 
сти сходимости, определяемые соответствеино леокащими вне ошрезка 01 
особенностями функций 1[,(7);, (1), ..., 1№(5), то многочлены В» (1(х)) 
стодятся к } (2) внутри области, общей ОР, и левому овал) лемпискаты 


= —2 “а; (61) 
внутри области, общей ПО,, правому овалу лемпискаты (61) и левому 


овал лемнискаты 
[2—1 703 2 =(1—2,)1 “3 а, 


* В частности, они могут быть вотвями одной и той же многозначной функции. 
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они сходятся к } (2) и т. д.; наконец, внутри области, общей В, и пра- 
вому овалу лемнискаты 


и 9% | дк = па) По 


‹›) 


многочлены В„(Кх)) сходятся к }, (2). 
Например, многочлены 


[: 
о ат ой (1 ке ду 
т =-0 


стремятся к нулю внутри левого овала лемиискаты 


|212) =% 


4 


и стремятся к единице внутри правого овала этой лемнискаты. 


$ 1. Области схопямости многочленов А. (#2)) и асимптотическая 


форма областей сходимости многочленов В„({()) при бесконечном 
удалении особых точек функции {(т) 


Как нетрудно видеть, все вышеизложенное без труда применяется 
к многочленам 


В» (/(2); 2, №) = В» (^ №2); Е 
кра (576-0- «о 


соответствующим при данном й> 0 отрезку 0й. Область сходимости 


многочленов В„(}(2);х,й) подобна, таким образом, области сходимости 
многочленов В„ (1(#2); х,1). 
Если (<) — аналитическая функция, регулярная в точке 0, то 


т В, ((2); х, №) = А, (1()) = 


(т — 1) 


=Нт У | Хоа (0) "9,10 +... | х 


т С т х п-т 
| 
7 
где конечные разности соответствуют приращениям - переменной д. 


Поэтому 


(п— 1) 


а И 


эго =+т. На-т)... 4-2) ь роз 


=|н 
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Вообще, при всяком #0 формула (62), подобно формуле (1), преоб- 
разуется к виду 


В 
ме ев й р 
В» (1(з); =, п) = \ ЕЕ 92, 


где С, — любой контур, окружающий отрезок Ой, внутри которого (2) 
регулярна. При # —>0 получаем 


п: 


А» ((2)) = 2. ит ат. О па и ( ето (64) 


Ава а! Е 
, 2т 2 


где контур С ограничивает область, включающую 0, внутри которой }(2) 
регулярна *. Применяя формулу Стирлинга, выводим отсюда асимпто- 
тическую формулу для п-> со: 


А, (Иа) сэ У 2 [[2 ==" “4. (65) 
С 


5 


Уравнением узловой линии при любом № > 0 будет 


т 
2 


лк а х— В а ь 5 я 
= (4-х ов №8 а (ива ет), 
и области сходимости многочленов В» (/(2); х, №) подобны областям схо- 


димости В» (}(12); 1,1). С уменьшением й области регулярности функ- 
ции ](12) расширяются, и при #—>0 предельные узловые линии имеют 
уравнения 

НР (в, 6) = 

в=0 


й 


в 
ее Е а 2 ГА ВА Ав — 
= т 108 - |+ * 102 а - * [гори а ати | = 


терр эн) +6 (тр эи)- 


2 
о 


= 10 


Поэтому все предельные петли Е,‚, соответствующие многочленам 
А, (2), подобны петме Е* точки х=«--8=1, имеющей уравнение 


= 108 (а*+ 6')+1—в=0 — (а<1. (66) 


Благодаря следствию 1 мы знаем, что предельные петли Е», конвексны 
и, в силу следствия 2, область, ограниченная петлей РГ», всегда авто- 
номна. Различные виды автономных областей, соответствующих много- 


* Формулу (64) легко также проверить непосредственным интегрированием 
(см. упомянутую выше статью из Тоигпа! а4е Мафв.). 
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членам Ав (1()),; которые совпадают со всеми возможными областями 
сходимости этих многочленов, легко получаются непосредственно; но их 
можно также вывести как асимптотические формы бесконечно возрастаю- 


щих автономных областей многочленов В, (}(2)). Так, например, из 
леммы 5 вытекает: 

- Всякий квадрат с центром в 0, дополненный четырьмя конвексными 
попарно симметричными областями, окаймляющими его стороны, но не 
выходящими соответственно из кругов, имеющих эти стороны диаметрами, 
образует автономную область многочленов А„({2)). 

В частности, из следствия 6 следует, что всякий эллипс, у которого отио- 
шение м°жду осями не превышает / 3, является автономной областью. 

Антипетли для многочленов А„(Кх)), соответствующие любой 
точке с, также все подобны антипетле с узлом 1, представляющей 
наружную часть кривой, заданной уравнением 


3108 (а) Нить -1=0 о (и >1, — (67) 


и получаются из последней посредством умножения на с. 


Согласно. следствию 14, все антипетли многочленов А„(}(1)} являются 
автономными областями. Вследствие этого, генеральная область сходи- 


мости многочленов А„(}(2)), представляющая на основании теоремы С 
и следствия 11 область, лежащую внутри антипетель всех ближайших 
к О особых точек функции }(2), практически получается немного проще, 


чем для многочленов В„ ({(=)). А именно, нужно сначала взять область, 
ограниченную антипетлями всех особых точек, лежащих на окружности 
сходимости * функции [(2); если внутри полученной таким образом 
области О, функция /[(2) регулярна, то это и будет генеральная область О 


сходимости многочленов Аз (1(=)); если же внутри Д, будут еще особые 
точки с, то следует учесть только антипетли этих точек, так как ДО, 
лежит внутри антипетель всех прочих особых точек. 

Принимая во внимание, что петли Рух при удалении т по лучу по- 
добны и подобно расположены, так что Р° лежит внутри Е°,, при Х > 1, 
получаем 

Следствие 16. Граница генеральной области сходимости много- 
членов А„(Кт)) имеет всегда одну и только одну точку на каждом луче 
точки 0. 

Например, если единственными особыми точками }(2) на окружности 
радиуса 1 являются точки -- 1, а расстояние от 0 до остальных особых 
точек не менес е, то границей генеральной области сходимости много- 


членов А„(](2)) будет линия 
6030 =р (1 — 1056) (-+='<7) 
и ее симметричное относительно оси ординат отображение. 
* В случае многочленов В» (/(=)) вместо этого приходилось брать все ближай- 


шие к отрезку 01 особые точки с, расстояния которых хотя бы до одного из концов 
отрезка 01 менее единицы. 
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Свойство генеральных областей сходимости многочленов А» (7(х)), 
которые всегда автономны, заключающееся в следствии 416, вытекает 
также из соответствующего общего свойства областей сходимости много- 
членов В» ({(1)), частным случаем которого является следствие 412. Но, 


так как в $ 8 это свойство не было доказано в общем виде, то мы 
выведем его здесь. 


Следствие 17. Граница генеральной области стодимости, многочле- 
нов В» (1 (5)) имеет одну и только одну точку на каждом луче отрезка 01. 
Для доказательства нашего утверждения достаточно показать, что 
если точки 2. =4,--18,, 1, =, В, лежат на одном и том же луче 
отрезка 01, то их петли Р,, и К, не могут иметь общих точек, иначе 
говоря, две точки антипетли не могут находиться на одном и том же луче. 
Рассмотрим сначала вертикальный луч: ©, =я,, В, >В >0, причем 
0««< 1. Принимая во внимание, что в данном случае все точки 
петель ЁР„ и Р,, находятся соответственно ниже их узлов т, их, 
‘заключаем, что если они пересекаются в точке с=а,-6., то |6, |< В < 
<В,. Беря производную по В первой части равенства (34-513), находим 
дФ; _ аз — ба , (1— а) 8 — Бо (1— а) 
93 3-43? ! (@— 1+ .. 

__ (а 82) (В - Во) + (1 - 29) (а8 — 602) 
ты (РЕНН Е 


аа 
Не нарушая и можем считать, что а, > .. В таком случае 


при х < > имеем ох 
корня В>Ь,. Если же х> ы ‚ то производная числителя равна 
+828 (В —6,) + а, (1—2) и в случае а, <1 при В>6,, В>О0 она 
положительна, так что уравнение Ф, (х, 8) =0 имеет не более двух кор- 
ней; поэтому, принимая во внимание, что число точек антипетли на луче 
должно быть нечетным, заключаем, что оно равно 1. В случае же а, > 1 


°.> 0, поэтому Ф, (<, В) =0 имеет не более одного 


дФ 

9дФ В 
23° <0 при В=ё, >0 иВ=0, вследствие чего 93 = 0 
имеет лишь один корень больший, чем 6,, а потому уравнение 
Ф, (&, В) =0 снова не может иметь более двух корней и, следова- 


и имеет лишь один корень на р луче; наконец, при в <0, 


замечаем, что 


2 2 
пользуясь следствием 4, видим, что “в °>0, так как Ви —в>0 


вы [1+ 1+ (3+8 -% ) |, откуда следует, что а - 


а, (1 — 2. )> 0. 

Рассмотрим теперь луч, проходящий через 0 и через точку т, = % 
+8.) где а < 0, В, >0; в любой точке х=-- этого луча имеем 
т=)А1., где х > 0. Полагая, что х, находится на антипетле (34-61$), из 


м 


Раль (ао, 6.) = Ф. (3%, ХВ) = (1—4) тов | : +4, то | "2 


6 Ах 
+6 ав Эт ст 1 ] 


3 
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получаем 


Е К — 40) [(А% — 1% + 433] — Бо _ 
Я (а, — + 4233 № 

ре (ав + Ве) 4* — [(1 + а, в + ВоВе] А+ а 

е А [(4во — 12 + 1235] Г 

2 (4% — ой) (1 — ай) + (35А — Бо) Во 

А [(Аао — 1) + №3] 

Таким образом, при бесконечно малом изменении ^ > 1, во всех точках 
петли Р,,, находящихся ниже прямой 


(а— а.) (1 — 4%) Ях Во (6 ъ* Во)» (68) 


будем иметь Ф, (^4,, АВ.) > Ф, (&,, В.) = 0; но прямая (68) проходит через 
узел т, петли Г,, и пересекает ось абсцисс в точке 
Ы 


рт о 


вне отрезка 01, проходя выше петли Г,‚, вблизи 1,; поэтому вся петля 
Ех. находится ниже прямой (68), и, следовательно, во всех ее точках 
с =а,-0, имеем 

Рух (а, 6.) =Ф. (1%, В.) > 0 (^ > 


а потому петля Ё»® находится внутри петли Р,... Аналогичным образом 
наше утверждение доказывается для лучей, проходящих через конец 1 
отрезка 01. 

Возвращаясь снова к многочленам А,„({(т)), заметим, что они дают 
простой критерий для определения, является ли данная точка на окруж- 
ности сходимости строки Тейлора особенной или нет. 

Критерий регулярности функции 

(2) =а` фата, +... ап? ... (69) 
в точке 2х, на ее окружности сходимости: для того чтобы |(т) была 
регулярна в точке х, окружности сходимости, необходимо и достаточно, 


чтобы существовало такое число 8 > 0, что для всех в, модуль которых 
равен 6, многочлены 


Е (70) 
0 


где х=х, (1+), остаются ограниченными для некоторой бесконечно воз- 
растающей последовательности значений п (в таком случае они будут 
ограничены для всех п). 

В самом деле, если функция /{(х) регулярна во всех точках круга С 
достаточно малого радиуса 285 с центром в точке т, то петля /\ 
любой точки х=<х, (1--=) находится внутри области регулярности }(х). 
включающей круг С и круг сходимости ряда (69); поэтому во всех 
этих точках (все) многочлены А» (](5)) равномерно сходятся к {(?), 
т. е. ограничены. Наоборот, если некоторая бесконечная последователь- 
ность многочленов А„(](т)) ограничена для всех х=х,(1--е) при 
|е' =8, то по теореме Стильтьеса они сходятся к регулярной функции, 
лвляющейся аналитическим продолжением ряда (69). 

Из указанного выше критерия вытекает сразу, например, известная 
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теорема, что если все коэффициенты строки Тейлора а, = 0; то точка 
т, >0 на окружности сходимости должна быть особенной. 
Укажем еще аналог формул (44), (45) для области сходимости 

Р многочленов А» (}(5)), когда областью регулярности служит полу- 

плоскость, включающая 0. Пусть границей области регулярности будет 

прямая а=с. Тогда область сходимости Ш) будет ограничена частью 

кривой, имеющей уравнение 

ие {1+ и) ем, | 
| (71) 
) 


8* = НЕ 


соответствующей и > 0, которая касается прямой а =с в точках (с, + с) 
и отрезком этой прямой, заключенным между точками касания. Фор- 
мулы (741) могут быть получены переходом к пределу из формул (44), 
(45) при замене основного отрезка 01 отрезком 0№, с любым «с, 
в предположении, что А->0; имеем сначала 


а =.) ао ]} 
идее че --5- 


[мы заменили в (44), (45) о, В, с соответственно через 5, а +) 


о 


Ри 
и параметр и обозначили через | ; после этого, устремляя # к нулю, 
находим (71). Наибольшее значение и, параметра и в формулах (71) 
соответствует 8=0 и определяется из уравнения е\% (1 —и,)+1=0 


при этом & полусает наименьшее значение & —= 
с 


Е 
уравнению &«--се “= 


т › Удовлетворяющее 
5) 
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$. ВЕВМТЕГМ. ЗОВ ГЕЗ РОМАТМЕЗ ФЕ СОМУЕБКСЕМСЕ ОЕ РОГУМОМЕЗ 


у Ст де) дт (1 — 2)" -" 
| ВЕЗОМЕ 


Те Мётоге а ропг оЪ]её рглпс1ра! 1а гёзо]а оп 4и ргоёште 4е 1а 
46 \егт1па1оп Аез доташез Дь 4е сопуегвепсе 4ез ро]употез 


вы вь о) ЗЕ отатаом 
0 


соггезроп4ать А ипе {опсмоп апа]уйаче }(2) роззёЧапё ипе гёб1оп 4оп- 
пёе В Че гёрщагие. Га {огие зёпёга]е 


т! 2) (2—1) 22|" 
В» (/з)) = и 2 (12 —\)... (12 — п) 92, (2) 
С 
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ой С езё ип сопочг чие]сопаие 4е Па гёв1оп 4е гебу]атие 4е Д{2) 
еп1юигаю& ]е зегтепф 01, а1пз1 аче 1а Гогище и 


В, (14) >И © а Сар утоЕеуожы 4 


та 


(рот ез( уа!ае, ]огзаие 


ие 


зегуепь 4е Базе а сейще в{а4е. , 
Тез $ 2—3 @лд1епть 1ез ргорглеёз 4е 1а рагйе 4е 1а Исте 


С: й 


{оттапф ип сопфотг {егтё, поттё Боцс]!е К. ди поецаз х. 

Тез $ 4—5 3016 сопзасгеез а |’@и4е 4ез гёб1оп$ 5 4\ез апфо- 
помез сощепап% ]е зейтепф 04 4: уоил5з$ета 4е 1а ргорпёе дие (ез Фоис- 
1ез Ех 4е 10и$ [е; рот; х аи сомоит Птиам (а тевюп 5 аррагиеппет 
@ сеце тёзлоп 5. 

Те & 6 сопиепё ]а 4ётопзгайоп 4иа 

.ТНЕОВЁМЕ А. 5: а ропсйоп }(2) езё тевийеге 4апз ипе тветоп соп- 
4епатё {а Боифе Ех её [е зестет 01, [е ро х $е атоисе а Ггиетеиг аи 
4отате О ае сопоегветсе 4и ройупотез В» (}(2); х, 1) = В, (Кх)). Ач соп- 
толте, 1е рой т пе рем раз @те ип ротё 4е сопоегветсе 4ез роупотез 
В„ ({(х)) $ }(2) роззе4ае ип ош ршяеит$ рез зит Е; ой @ зоп пётеиг. 

Га диезйоп гефе оцуеге а заусолг, 31 ]е рот х пе роиггай ехсер- 
ИоппеЙетепф 64ге ип ро1ш% 4е сопуегвепсе роиг сег6алпез зиЦез Че ро\у- 
потез В, (}(21)), 1огзаие 1ез з1п5и]агез 4е }(2) Чапз Е» зегалеп 9’ипе 
пафаге зрёс1а]е р1из сотрПачее. А1тз!, ’ащеиг ПшЦе зоп 6а4е аих 
дота1тез 4е ‹сопуегбепсе зепёга]е Дь ди зопф соштипз а фющез 1е$ 
опс1опз [(2) ауапё А рошг Чоташе 4е геви]агие. Раг сопзёаиепа, 
(согоПалге 8): Са }гопиеге ОБь, аи дотате Оьв 4е сопсегеепсе вепёгйе 4 
ройтотез В» (}(х)) езё рюгтёе раг (ез поеи4$ х 4отё 1е$ боисйез Е, зе &тои- 
сет 4ап$ (а тевоп В ае тевшагие ае }(2) её сопиеппепё ип ротё аи 
тотз ае (а гопиеге П’ ае В. 

П еп гёзаЦе, еп рагйсиПег (согоПайге 10), дие а сопаноп, пёсеззазте 
её зи}изате роиг 4ие Ок=В е5й 4ие 41а тёвюп 4е тевщагив В а4е К?) 
50 ипе тётоп ашопоте. Бе р\аз, з1 1’0п а |5|> 1, |5—1| > 1 еп 10 
]ез роз 4е 1а {тошлёге 4е Дь, 1а гёб1оп Бе езё ащюпоше. 

Гез ргороз11опз 4ез $ 4—5 4тоцуепё Чопс 1с1 ]епг аррИсамоп. Еп 
рамаси\ ег, 16 па]опз 1а ]етште 5. 50й А, А,А,А, ип тезап йе диесопдие 
гтзсгй аапз Грурегфойе Г ауат роиг вдиапоп 


Ь —а-а=0; (26) 
зоет С... С, Си, Си 4е; аета-сегйез езжёчеитз аи тедапе А.А, А,А, 
оуат гезреспоетем роиг азатётез 5ез с66з АА,, А,,А,, А,,А,, А.,А,. Той 
геюп 5 Птиве раг диете соитбез сопоехез зутаптчиез 4еих 4 4еи: 
А.Н „А,, А.Н „А,, А.Н „А., А.Н „А, сотепиез дапз 1ез аепи-сегез С.„, С, 
Са, Са е5ё ашопоте. 


4: —0, 


СОМУЕВСЕМСЕ РЕЗ РОГУМОМЕ$ 8/ 


Запз помз аггёфег зиг Ч’ашгез уаг1666з ае гёз1опз аи(опотез гёзаапв 
дез $ 4—5, 1па1ачопз сотше сопзёциепсез ди ]етште 5, дие фю(е гёо1оп 
сопуехе зутёй“аче раг гаррогё & 1’ахе 6 =0 еф забе а |’паёнеиг ай 
сегс]е С, ауап 1е зебтепф 04 роиг 41атё ге, ез аи(опоте (согоПалге 6), 
а1151 ие {още гё81оп ПтИбе раг ипе е1рзе, ауапф роиг еда 10опт 


вы 
её аие 1е о 4 Е а Рипе ом |’аиите дез 


2 
т 4+1 
, р >94 ыы 
сопа 1 опз: 1) р=а>р Г а 90 2) 4=р=а ты —. Вештаг- 


дйопз дие 1’е1рзе 4е Теверусве!, ауапё 0 её 1 ропг Гоуегз (р: =9° + 5. 


аа, (28) 


— 


роигуи але р > 


за\1зЁра1ф & 1а ргеплёге дез соп9 1 опз 1п9146ез, се ди! сопаи!, еп рагё1- 
си ег, 4’аргёз 1е согоПазге 10, & ип гёзи\6а6 оМепи апёёг1еигетеп раг 
Капогом16зсВ. 

Ге $ 7 сопйепь 1а Чётопзгайоп её дие]аиез аррИисамопз Чи 

ТНЕОВЁМЕ В.` 5; с=а,- 16, е5ё (е зе ропё утвийег & агзвапсе 
рае (ежётлеиг аи зестепф 01) ае 21а юпсйоп }(2), [е аотате 4е сотоет- 
вепсе ввпегще 4ез ройупотез В„(Кт)) её ЙПтив раг {е сотюоиг ещегпе О., 
поттё—апифоисе аи ротё С, ае 14а Пвпе 


Жо во 


, . . ‚ ‚ 37 . : 
роззёаат ип ротё апгиеаите тештгат 65 4 `> еп с аш с5 ип рот 


40 Ме ае 41а Прпе (3А). Ге 4Ввогёте В сопди латте 1а(етепт $ 8 аи 

ТНЕОВЁМЕ С. 5 (а гвеоп 4е твешатёё В 4е (а ртейоп К=) соп- 
{епапё {е зевтетё 01 аате В’ сотте }топиетге, {е аотате вёпегай 4е соп- 
сегветсе Ов 4ез роГупотез В» (Кт)) езё рогтё раг а ратие соттипе 
4 ‹ощез (ез апи4оис!с; 4ез ропиз ае К’. 

Стасе аи согоПалге 12 1а аёегилпайоп 4е Др пе {а ицегуепг дие 
]ез ап 1Боис]ез 4ез ро1пёз зшеиЦегз 4е ](2) 1ез р\аз ргосБез 4е 01 зиг 
свадие гауоп 1ззи 4и зестепё 01. Оп еп еда аиз$1 цие 1а {гопибге РЕ 
де Рь пе сопйепф аа’ип зеи] ро1лпё (согоПалге 12 её 17) зиг свадие гауоп. 

Те $ 9 ез6 сопзасгё & ипе ёа4е Ча ве Чи саз ой 1а гбя1ол В её 
Ппибёе раг ипе агоме регреп41си]а1ге а Гахе гёе] (ех{6тглеиге аи зез- 
шепф 01); 50% а=а, Гёааайоп 4е сеМе агоце. А1огз, 16 дотате Че 
сопуегрепсе рёпёга]е езё 1146 раг Та \1пе 


ат —14+ (1- и) 0-1 [4 — (а —1)и]} (0<п), (1+ 


и 
ее (5) 
& 1е зершепь 4е 1а агойе а=а,, ой В’<а,—а, Раг ехетр]е, рог 


3 
к оп а 


3 и? 
У о? бя 


+ и); (53) 
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её еп 611т1тапь и оп орет 
(2-8 — 3) =4 (3— 29) (а 3) (5%) 
ропг |а рагые сигу1яте 4е ]1а гопиеге ОР’ ди! сопиёпё 4е раз |е зес- 


тети |В. —— 4е 1а агойе ее Чи 4оташте 4е сопуегвепсе ДР. 
Г’еа4е Чи саз, ой а Гопсоп {(2) аатеё 4ез запви]агез зиг |е 5е8- 
тепь 01, [аце аи 8 10, соп4и1 аи 
ТНЕОВЁМЕ А-Ь15. 544 /опсйоп }(2) е5ё тёрийеге зит (а Фоиёе 


Е; её а зоп пиемеиг её я еЦе теме ре Зиг (е зевтеш 01, оп а 
Ыт В, (/(2)) = 2). (59) 


Оп Иге 4е 1& 1е согоПалге 15. 51 1а Гопемоп Ф(5) езё Ите зиг 10 
1е зестепи 01; з1 дапз сБадче 1п\егуаПе 0а,, а,а,, ..., аа1 Чи зевтеп 
01 ее езёь ёба]е, гезресиуетепть, аих опейопз } (т), р (т), ..., [к (1) 
апа\уйиез её гбёзиегез а |’1пцеглеиг 4е ГимегуаПе соггезропдапф; 31 
р,, О,,..., ь зоп&, гезреслуетет, 1ез д4ота1тез Че сопуегрепсе з6епёгае 
46егиииёз раг 1ез чпви]агиез Ч4ез Гопслопз Х, (2), ..., [к (=) ехетеитез 
аи зестепф 04: 4апз сез сопаопз 1ез ро]употез В) (ф (2)) сопуегсеги 
уегз ], (2) Чаиз цоше 1а герои пибмеиее аи абтае 12, © & а рагые 
баисВе '4е 1а 1ети1зсаце 

[2—1 а = (1—2) ‘12,9% (61) 


1ез ро\упошез В» (ф (х)) сопуегвепф уегз }, (2) дапз 1юще ]а гбелоп 1п6- 
глеиге & О,, & 1а рагие дгойе 4е 1а 1етплзсайе (61) ера Та рагШе 
саисве 4е а ]етплзсафе 
до а (1 — в.) а, 
её а1п51 4е зице. 
Ге Мётолге зе \егшлапе раг ]е $ 11, ой оп спу1заве 1ез ро]употез 


В» (1 (2); 2, №) = В» (12); $,1)= 


п 
а йт тх\т т \п-т 
-Зре(руа-рт. в 
т=0 
е\ 100% рагиеиПеёгетепти ]е саз Ише, ой А 0. 
Рапз се егиолег саз 


ры Вь (} (2); т, №) = А, (Кз)) = 


= о [ (0) + ®А/ О) д + А, ($ )'+... | = 


(63) 
=1(0) +7 (0) 2-.. + (4)... ба Е Бы | 


ео, 


Гез гёзи баз сотбепиз дапз се рагазгарВе сотр1ё1еп зиг аче!иез роз 
1'6:и9е 4ез ро]упошез А» (](2)) Гайе апуёгеигетепть раг ’ащбеиг Дапз 
1е $5 4 цтауаИ «Зиг ]а сопуегбепсе 4е сегфатез за Цез 4е роупошез», 
Тоигпа! 4е Ма\ётайаче, ХУ (1936). 345 — 358). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОЕГЕТИМ РЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ 5СТЕМСЕЗ РЕ 10855 


Серия математическая 7 (1943). 839—110 Земе та ета ачце 


Б. В. ГНЕДЕНКО 


9 РОСТЕ ОДНОРОДНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ С НЕЗАВИСН- 
МЫМИ ПРИРАЩЕНИЯМИ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым ) 


В статье устанавливается, что любой одпородный случайный процесс с 


независимыми приращениями и конечной дисперсией удовлетворяет закону 
повторного логарифма (сформулированному в несколько ослабленной форме). 
Для случая бесконечной дисперсии устанавливается, что порядок роста всегда 
больше, чем предусматриваемый законом повторного югарифма. 


Установленный А. Я. Хинчиным в 1924 г. (?) закон повторного лога- 
рифма для схемы Бернулли послужил источником многих дальнейших 
работ. Содержание этого закона состоит в следующем. Пусть ипроизво- 
дится последовательность независимых испытаний, в каждом из которых 
вероятность появления события А сохраняет постоянное значение 
р (0<р< 1. Если через в обозначить число появлений события А в 
первых п испытаниях, То с вероятностью 1 выполняется равенство 


Им зар Не М 
п-со У2пра 19 15% 
Более точно это предложение может быть сформулировано так: 
пусть &— любое положительное число, тогда с вероятностью боль- 
шей 1—8 
1) для всех достаточно больших значений п 


ные О 
^ ) 


2) найдутся сколь угодно большие значения п, для которых 


ыы ее 
У 2пра вп ^ 


Очевидно, что этой теоремой А. Я. Хинчина была найдена точная 
верхняя граница для роста величины {1 — пр. 

В 1926 г. Л. Я. Хинчину удалось распространить закон повтор- 
ного логарифма на схему Пуассона. Существенное продвижение в этом 
направлении как в отношении результатов, так и примененного метода 
‚ доказательства было произведено работой А. Н. Колмогорова в 1929г. 


= 


Оказалось, что если значения независимых случайных величин с,,5,,...,6,- 
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по абсолютной величине ограничены общей для них всех константой и 
дисперсия В, суммы 


п 
5 = (< тж Е&,) 
К=-1 


. $ 
стремится при п->< к бесконечности, то Пт зар Ре 
1-00 УВ. 12 12 В, 


В 1932 г. А. Я. Хинчиным (°) было доказано, что для однородных 
стохастических процессов с независимыми приращениями*, распределен- 
ных по закону Гаусса, с вероятностью 1 

. ВОНИ 
Пар а 


долевое УВЕ В 


где обозначено В = ЕЁ (1). В этой же монографии при тех же предпо- 
ложениях о процессе & (Х) был установлен локальный закон повторного 
логарифма, согласно которому с вероятностью 1 


: 1 Е (А 
|1 зар - ее .. ан 
ие И 2 в вт 


Мы не будем касаться в этом кратком обзоре исследований Р. 16уу, 
МагдиК1е\у1с2 а и других авторов, распространивших указанные резуль- 
таты на другие объекты: зависимые случайные величины, независимые 
функции, стационарные случайные процессы и пр. Нам важно отметить. 
результаты А. Я. Хинчина (“), полученные им в 1938 г., относительно 
локального роста однородных случайных процессов с независимыми при- 
ращениями. Оказалось, что для всех процессов этого рода, не содержа- 
щих гауссовой компоненты **, с вероятностью 1 


т зар выиНУ —= © 
в И: 12 1е ь 
7 

Отсюда следует, что процессы, управляемые законом Гаусса, обладают 
наибольшим локальным ростом. Одновременно с этим были найдены все 
те процессы, которые подчиняются локальному закону повторного ло- 
гарифмг: это процессы, которые содержат гауссову компоненту, и только 
ОНИ. 

Задача настоящей статьи состоит в изучении роста однородных слу- 
чайных процессов с независимыми приращениями при )-— со. Ограни- 
чимся пока указанием следующих обнаруженных здесь фактов. Для 
всех рассматриваемых процессов с вероятностью 1 


Это, очевидно, означает, что все однородные процессы с независимыми 
приращениями имеют по меньшей мере такой же порядок роста, как и 


* Определение этих процессов будет дано позднее. 
** Это означает, что в формуле (3) @ (+ 0) — < (-— 0) =0. 
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ИХ 1215 ^. Далее оказалось, что процессы с бесконечной дисперсией и 
только они растут быстрее, чем /Х 18 5 ^. 
Отсюда вытекает, что все процессы с конечной дисперсией и только 
они удовлетворяют с вероятностью 1 соотношению 
[5 (4) 


Пт зар: 


ИЕ (9 


где а — некоторое постоянное, заключенное между0 и {< и различное 
в разных процессах. 

Этой теоремой устанавливается связь между условиями применимости 
закона повторного логарифма и условиями сходимости при / —> со функ- 
ций распределения величин (^) к закону Гаусса. Именно закон пов- 

`торного логарифма в форме (1) для процссса #(») выполняется тогда и 
только тогда, когда можно подобрать такие вещественные постоянные 
> О иф, что функции распределения величин 


&(А) — 54 


ау? 


при ^ —> <> сходятся к закону Гаусса 


Аналогичный результат был обнаружен мной раньше (*) для локаль- 
ного роста случайных процессов. 

Распространение найденных здесь теорем на суммы независимых слу- 
чайных величин как одинаково, так и различно распределенных, мы 
предполагаем дать в одной из ближайших работ. 

Теперь мы перейдем к изложению понятий и фактов, которые нам 
потребуются в работе. 

Однородным случайным процессом с независимыми 
приращениями называется совокупность случайных величин & (^), 
зависящих от одного вещественного параметра }. и удовлетворяющих двум 
следующим условиям: 1) при любом ) функция распределения случайной 
величины #(^--^№) —(\.) не зависит от »,, 2) приращения случайной 
величины Ё (2.) в неперёкрывающихся промежутках изменения параметра 
) независимы между собой. 

Для того чтобы дать полную вероятностную характеристику такого 
процесса, очевидно, достаточно задать для любого » функцию распре- 
деления Ф) (2) величины Ё(). | ^,) —#(),) или же се характеристическую 
функцию 

фа (6) = {, (0; 


поэтому каждый однородный процеес с независимыми приращениями 
исчерпывающе определяется посредством задания характеристической 
функции ф, (^). Следуя А. Я. Хинчину, мы будем называть функцию 
$, (^) характеристической функцией процесса (2%). 
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В 1932 г. А. Н. Колмогоровым было доказано, что функция ф, (1) 
тогда и только тогда является характеристической функцией однород- 
ного случайного процесса с независимыми приращениями, имеющего 
конечную дисперсию, когда се логарифм может быть представлен 
в виде 


со 


т (8) = 19$, (1) = ЦЕ \ {еИи — 1 — ии} - аГ(и), (2) 


— © 


где у — вещественная постоянная, а Г (и) — неубывающая функция с огра- 
ниченной вариацией на интервале (— со, -+ с). Функция Г (и) опре- 
деляется лишь © точностью до аддитивной постоянной, поэтому мы 
можем ее выбрать так, что Г (0) =0. 

Позднее Р. Теуу [см., например (°), $ 4] нашел аналогичную фор- 
мулу для любых интересующих нас процессов, без предположения о 
конечности дисперсии. Оказалось, что функция ф, (#) тогда и только 
тогда является характеристической функцией некоторого однородного 
процесса с независимыми приращениями, когда ее логарифм может 
быть представлен в виде 


Уф = ве, = ие ем аб (о), (3) 


где у— вещественная постоянная, а С (и) — неубывающая функция с 
ограниченной вариацией. В дальнейшем мы будем выбирать С (и) так, 
что С (0) =0 

В формулах (2) и (3) мы будем считать у=0; это, очевидно, соот- 
ветствует ‘гому, что мы вместо величин Ё(А-)»,)—ЕЁ(\.} =#() —& (0) 
станем рассматривать величины &(А-Х,) —&(^,)—1^. Не Ни 
общности результатов, мы можем считать в дальнейшем 6 (0) = 

Из сравнения формул (2) и (3) легко обнаружить, что а $().) 
имеет бесконечную дисперсию тогда и только тогда, когда расходится 
интеграл 


\ (1-Е и”) аС (и). 


Следуя А. Я. Хинчину, мы скажем, что неубывающая положитель- 
ная функция и (Х) является верхней границей процесса (2), 
если с вероятностью 1 выполняется соотношение 


И вир ь = О 


Пусть с — положительное постоянное; введем для дальнейшего 0бо- 
значение 


Р.(\) =Р {18| > си (^)}. 
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3) 5 ` и 
ТЕОРЕМЛ 1*. Функцили (}.) является верхней границей для однородного 
процесса с независимыми приращениями тогда и только тогда, когда при 
всех > 0 


\ Р. (к), 


20е з— любое положительное число. 
Предварительно установим некоторые простые неравенства. Пусть 


ОЕ), 
то из неравенства 
| (^) >а 


следует, что должно быть выполнено по меньшей мере одно из неравенств 


или 
ГО. 


Отсюда вытекает. что 
РЕ) > а} < 2118) > $} Р {0-Е @) >] = 
=Р{1891> $} +2102) > $]. (5) 


это неравенство дает 


Р (10) 1> 4 =2Р{ |1 (3)|> $}. 


Повторное применение этого неравенства привсдит к соотношению 


;= {> ъ 


Доказательство достаточности. Предположим, что усло- 
вие (4) выполнено при любом с >> 0, и покажем, что в этом случае функ- 
ция и (^) является верхней границей процесса Ё (*.). Для этого обна- 
ружим прежде всего, что при любом с > 0 и при ^ > < 


2118 0)1> и (+) 0. (7) 
Из неравенства (5) следует, что 


Р.0) <Р1 Е) > ти 60-9 >. ти (у, 


а так как и ()) > и (а) иц (^) = и (1 —ч), то 
= РЕ (©) [> 5 в (2)} +24 1-9 125 и (—а)} = 
=Р. (4) Р. (^—«). 


* Эта теорема, так же как ее доказательство, представляет собой полную ана- 
логию основной леммы А. Я. Хинчина [см. ($), $ 2]. 
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Делим обе части этого неравенства на сх и интегрируем в пределах от 


й ь а 
о: 
й й 
2 р ь 
е аа _\ 44 
№2. 2.0) = \ № Фе | Ре (я) = 
О: а 
7 я 
7% з 
= а”. р 
да а 
= р. фе р. Я, 
А 2 ) З 
7 > 
Так как в интервал <<) 
(< 
ее, 


то 


Согласно условию теоремы отсюда следует, что при }. —> со 
р. (7) —. 0. 


4 = 
Отсюда и из соотношения (6), полагая в нем а= си (+), получаем (7). 


Возьмем произвольную последовательность чисел Х<),<. 
.<\,=^; пусть а— любое положительное число; обозначим через 


ек (1 << п) событие, состоящее в том, что для 1 << 


Е (^;) < аи (+ 5 
80%) >41 (4). 


Так как процесс # (\) —с независимыми приращениями, то очевидна сле- 
дующая цепочка неравенств 


Ри {Е > Зи (4) } > Рыь {> -9и (+) = 
= РЕ) 09>-5и(+)]} РЕ) чи (+) = 
р наелья< а (В РЕ) < 5 и (^^ }. 


В силу (7) при ^— последняя вероятность стремится к единице, 
откуда следует, что для достаточно больших ^ 


Ры {9 >3и(+)}>$ (<< п). (8) 


\ 


Положим 
Х, (^) = тах (№ ); 
1<А<а 
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тогда для того, чтобы имело место неравенство 
Хх, й 
п ( ) Г аи А ) 


необходимо и достаточно наступление какого-либо из событий ей (1 <= А<п); 
так как эти события несовместимы, то 


р [х, 0) > аи (+) = УР(е,. 
й=1 
Для достаточно больших ^, в силу (8), 


Р [Х. (0) >аи (+)] = Ура) ры {0 > Зи (+) = 


<2Р {>11 (+)}. (9) 
Обозначим 
Х (1) = тах Ё (<); 
0<а<). 
под вероятностью соотношения 
уе 


мы, следуя А. Я. Хинчину, будем понимать верхнюю грань вероятности 
НА 


при всевозможных выборах точек /\, <), <...<)., =^ и при всевоз- 
можных значениях п. Неравенство (9) имеет место при любых )., <), <... 
... ЗА, = и всех п, лишь бы ^ было достаточно велико, поэтому для 
всех достаточно больших ) 


Р {Хо >в (+)} =2Р {10)>5и(+)}. (10) 


Введем теперь следующее обозначение 


в: тах >] 


[о это <отча и (1) 


где е — любое положительное число. В силу монотонности функции в ().) 


"„5Р] тах Е > = (2")} <Р | тах > еи(+)}, 


ото <т+1 | 2т < <2т+ 


где 2 — любое число, удовлетворяющее неравенствам т-{+-1<2=<т-2. 


Так как очевидно, что Х (2') > шах Ё(^); то 
от <2т+1 


И {х(2) > (+)]. 


Отсюда, на основании (10), при достаточно большом т 


“„ < 2Р {Е (27) > "и (+) <2Р {1 (291 > 2 и (2). 
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Применение неравенства (6) дает нам теперь 


о. 


Интегрируем последнее неравенство по 2 в пределах от т-- 1 до т--2 


“т —= 


т 38 з Иа 


и, == 8 \5Р. (+ [= - _ \ В. Го 


м з т -1 


Мы видим отсюда, что в силу условия теоремы ряд С и„ сходится. Из 
т=1 


определения и следует, что, каково бы ни было => 0, с вероятно- 
стью, сколь угодно близкой к единице, для всех достаточно больших /. 


#0) <‹и(). 


Аналогичными рассуждениями можно установить тот же результат для 


неравенства 
Е (== =. 
Так как з произвольно, то отсюда следует, что с вероятностью 1 при 
А > 
15 (1) | 
и (4) —0. 


Доказательство необходимости. Пусть теперь известно, 
что функция и (^) является верхней границей для процесса Е (}.). Положим 


где с — любое наперед заданное положительное число. Легко видеть. что 


из соотношений 
М (2"-— 11, | 


г — Е(Эт-1 
а о ие | 41 (10 
эта ат моет) 
вытекают неравенства 
А 1 = 11. 
м ) и \ (12) 
В") А. 


Действительно, из неравенств (11) следует, что при некотором * (2”-!' < 
о) 


121 Зои (2" ). 
Но очевидно, что 
а К) (27-16) 5 
> си (2") —си (2"*) < си (2") > си (\), 


откуда 
М ау". 


О РОСТЕ О} ЦНОРОДНЫХ СЛУЧ. АйНыхХ ПРОЦЕССОВ Я 


Обозначим через У» вероятность второго из неравенств (11). Так как 
в силу однородности процесса величины 6 (^) —& (27!) и Е(). — 2т-!} 
имеют одинаковое распределение вероятностей, то 


и, Р{ тах 190.) 26% 2") 

А\<2т-1 
Ясно, что для любого ^ = 2”"_\ имеет место неравенство 
2:00) 


и, значит, на основании нь (6) 
| РЕ (4) Зе @ь 


Выберем число ). в интервале 2”-* = ^.227-!. Так как при этом 


2) } 
Е, 
то 


Р {| (2) | > 8еи (®\)} - Ра). 


Разделим это неравенство на ). и проинтегрируем в пределах от 2-2 
По 2-1 


рт 1 от+1 

Л ок 99 у вах 
Ува \ О. 

от-2 от 


Предположим теперь, что вопреки утверждению теоремы при неко- 
тором © > 0 


< И х 
\Ры 0) =. 13} 
[© 


Это означает, как показывает последнее из наших иноравенств, что при 


в = “. расходится ряд 2 уе 

т -= 1 

Положим 
бар 2) 56] (ОД) 

Вероятность соотношений (11), очевидно, равна И„ (1 —Иш_1), а веро- 
ятность соотношений (12) равна И„ —Ит_1. Так как (12) следует из 
(11), то долзкно быть 

| (1 35 (Ри .) : И т -1, 


откуда 
в а == (1 я ря :) (1 а и) < 


< (1—0) а у) 


[в 


® > : 
Мы только что доказали расходимость ряда > У поэтому из по- 
=: 


следнего неравенства мы заключаем, что при т -—> хх 
(»—>1. 


/ 
* Известия АН, Серия математическая, № 2 
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Это означает, что для всех достаточно больших ). с вероятностью, сколь- 
угодно близкой к 1, 


тах 151. и. 


к«ат Си и ^ 
Мы видим, таким образом, что равенство (13) противоречит предполо 
жению, что функция и ().) является верхней границей процесса & (*.). 


Мы перейдем теперь к доказательству нескольких вспомогательных 
предложений. 


Пусть &, (2) и &,(^) — независимые случайные величины, имеющие 
то эке распределение вероятностей, что и & (}.). Положим 


Ре (^) =Р&, (+) —- 4, (%) [> си )}, 
тогда имеет место 
ЛЕММА 1. При всех с>0 


Доказательство. Величина &, —&, имеет симметричную функцию 
распределения, поэтому 


РЕ та} =2Р а). 
Так как из неравенства $, --Ё, > а следует, что должно быть выполнено 


й (1, [(2 
по меныпей мере одно из неравенств &, > => <, 1 


РЕ > «2 (РЕ > $} Р-р) = <]. 
Положив а = си (\.), мы находим отсюда, что 
Р; (®) = 2Р. ()). 


Это неравенство доказывает лемму. 

Мы видим отсюда, что если функция и(^) не является верхней гра- 
ницей для процесса {Е, (*) --&, ().)}, то она не может быть верхней грани- 
цей также для процесса &(>). Это обстоятельство позволит нам при 
доказательстве теорем 2 и 4 ограничиться рассмотрением только симмет- 
ричных функций распределения. 

ЛЕММА 2. Пусть 0) = (0) 0.), где 6 (0) и &(%)— взаимно 
независимые случайные величины с симметричными функциями распределе- 
ния. Функция и (х) тогда и только тогда является верхней границей для про- 
цесса Е (^), когда она является верхней границей для процессов Е, (№) и Е, (}.). 

Доказательство. Так как неравенства. & >а, >20, & <—@4, 
$, $0 влекут за собой неравенство |, + &,) > а, то 


РИ-Ь >а > Р >а} Р-Р <-а}Р&, < 0}. 
„ля симметрично распределенных случайных величин 


А 
‚‚, РО >, 
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поэтому 
РИ! >} >тР{ 11| > 4. (14 
Точно так же находим, что 
РНЕ 9 = -Р!Ь Е-а. (15) 


С другой стороны, из того, что неравенство &, + &, > а влечет за собой 
выполнение по меньшей мере одного из неравенств &, > е о 


заключаем, что имеет место соотношение 
РБ > 4 =2Р4 +6 > 4 <2(Р{4>5} +242) = 
=Р {141 > 5 $} +Р {11$} (16) 
Из неравенств (14), (15), (16), положив в них а =си(^), мы получаем 
е (РЕ (2) > св} РИ (0) [> («РИ > си @)} = 
= РЕ) |[> с} <Р {1 0)! > 10} +Р [11,01 > 310}. 
Отсюда следует, что 


Ро м + 2:09. <\ Ре (^) № = 


<): 0) 5 +} 0) 


где обозначено 
Р.()=Р{|Е, (^) | < си (Х)}, Ре (\) =Р {| (%)|> св (}}. 


В силу теоремы 1, это неравенство завершает доказательство леммы. 
Рассмотрим случайный процесс &, (Х), логарифм характеристической 
функции которого определяется формулой 


Ь 
вы = = \ совы 9-Е аби), 
0 


тде 6 — положительное постоянное. Пусть функция распределения вели- 
чины Е, (^) обозначена через Ф,, (1). Для любого постоянного @ имеет 
место равенство 


Ее = фи (а) = {9 (ай. = Ио 


| 
Положим „=У 1212) и выберем величину а в интервале 0<а И, 


Тогда для всех достаточно больших 7 в интервале О<и<Ь 
4* 
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имеет место неравенство а4 < Че и мы можем паписать следующее со- 
отношение: 


( 2 1 э 
сваи — 1=- У __ к _ (1 ет. е < (аи). 


№: | 


) 
ъ 


Пусть #= \ (1 и*)4С (и), тогда из (17) находим, что 


> 


реб == е*-а=й . 


Заметим, что, так как при любом 5 


сп 9, — = 5 , 
то 
и 
По реь (18) 
ЛЕММА 3. 
ха 
по. РЕ АО 
ГУ ‚ еси ох я-а -4ву ^в, 
НЕ Ф», ии. о 


| е *", если > ри 
Доказательство. Действительно, согласно неравенству Чебышева 


$1(0.) 
оо к каои-ик, 


в“ 


т 


Положим а = р при 0 < = 2 у»; из предыдущего неравенства мы 
получаем первое неравенство леммы. Положив а=--- , из предыду- 


его неравенства для 2 > 2ив |” ^ находим, что 


-ах-—ах 


1—-Ф,. (2) <е"* 0а-ах е? ке рух Г 


^ 
Лемма доказана. 


ТЕОРЕМА 2. Функция и ()) = / 11а» не являетсл верхней ср 
ницей ни для одного однородного случайного процесса с“ независимыми 
при ращениями. 

Доказательство. Согласно лемме 1 нам достаточно установить 
теорему для процессов с симметричными функциями распределения. Пусть 
логарифм характеристической функции процесса ЕЁ (^) дан формулой 


(с03 #4 — 1) - . а. (и). 


| 
В. 


Представим Ё()) в виде суммы независимых случайных величин 
6 


& (^) и $5,(^). Пусть число 6 таково, что \ и +2) 46 (и) > 0; ела 


0 
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ь 

и \ (1+ и”) аС (и) <2, то полагаем логарифм  характеристической 
0 

функции величины &, (^) равным 


[2 
 ()= \ (совм — 1) 


0 


1+ 


р 
ы 


и С (и), 


о 


а если \ (1- м") 4С (и) > 2, то полагаем 


0 
т 
ы 2 
(О = | (совм а Си), 

0 

[2] 
где число К выбирается так, чтобы 5 = \ (1 -+и*) а —_ > 

0 


Логарифм характе ристической функции величины &, (%.) определяем 
из равенства % (1) =, (И - Е, (0. 

к 
И ИУ^ у 
Из леммы 3 следует, что при х-> со 


е“х {1 — Ф», (2)} 0. 


Выбираем для дальнейшего а = 


Мы можем поэтому написать следующее равенство: 


[22] [© <] со 


© = Ее) = \ сих Фо, (2) = \ е°4Ф, (2) -=а \ еах (1 —Ф,, (№) ах. 


` 


— со — с — со 


Представляем © в виде суммы 


а 
0 Заход оо 
веер ион) 
— со 0 4 ал 
в а^.‹] 
Очевидно, что 
9 2 
Е \ еп* (1 — Ф,, (1)) 45 =а \ еах {у =. 1. 
В силу леммы 3 
Л.=а \ 2 (1—Ф, (2) ата \ © (1—Ф,, (в) < 
За^9 аи 
8 р ро 
= а \ еахе 2+ р =а \ е-““ ах < 1. 
2 Уля ый 


Лемма Э позволяет нам получить следующую оценку 
ДРК 
о 1 6^9 


8 \ еах (1 —Ф,, (1)) 4х <а \ в 9 т 
б | 
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2 1 
Функция 41 — Ц возрастает в интервале 0 < х< 5 @^8, поэтому 


а С 


1 1 
р 1 О ев" 
И = ае? 16.0 — а\в = о вее (16)? у 


Так как р’р-> оо при \ > со, то при достаточно больших ^Х мы имеем 


1 
р и 
Зав 5е =: э 


и, следовательно, в силу (18) 


1 1 
ок. А 
рт — — к “1 (5). 
Л, < зе Бе -- Ее 


Для достаточно больших ^ 
г : 
2 Е 8" 0), 
поэтому 
1 
1+1, +1. < + Ее). 


Отсюда следует, что для достаточно больших 


8а).0 ь з Иво 
и \ еах (1 — Ф, (1) 4 > + Ее > те 


1 
т а\9 


Так как 


1 
1 +2. зв И - 
7, < де (1—Ф, Г. ав) За = ув &е* (1 —Ф,, (ав) ; 
то последние два неравенства позволяют нам обнаружить, что 
1 [ 
1 ЕЕ 
1—Ф,, (3 ав) —- ар з ых 
Мы видим отсюда, что для всех достаточно больших › 
1 
1 -- во т. 1 
1-Ф, (3 ав) ее. 
Итак, мы нашли, что 
, ви) 2 
р. ()=2Р {6 0) > РИН} > вл. 
Это неравенство показывает, что интеграл 
со 


‚ А 
250) 5 
5 8 


расходится и тем самым завершает доказательство теоремы. 

ЛЕММА 4. Пусть (Х)—однородный процесс с конечной дисйерсией, Е, (^} 
и 6,(\) независимы между собой и имеют то же распределение вероят- 
ностей, что и Е (\), и 


Ре (\) = РЕ (\) — Е, (^) [> с (\)}. 
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Тогда из того, что при всех с > 0 


\ 20) 5 <+ = (19) 


с 


вытекает, что при всех с>0 


\ 7.0) 1 < +=. 


с 


Доказательство. Так как неравенства |Ё,| > 24, |{,| <а влекут 
за собой неравенство |, —Ё,| >а, то ясно, что 


РЕ >) >Р{1&! >28 .Р (1! = 0). 

Положив а =си (\), мы находим отсюда, что 

р.) =Р{1Е- (0) > 20 = РН @ а) _ 2) 
Е Ро ы@р РИ 


Легко вычислить, что дисперсия величины # ().) рорна 


оо 
«лари © 


р [Ча 


где $ (2) — логарифм характеристической функции величины Ё (1). 
Из (2) находим, что 


4 С 
[3% ]4=- (26), 
0 
следовательно, 


РЕ) =Аб( +). 


В силу неравенства Чебышева 


Д Е(А АС 
Р{ ИЕ, (\) | < с# (1)} > ау = ые А. 


Из того, что интеграл (19) сходится при всех с >> 0, как мы знаем, вытекает, 
что функция и(^) является верхней границей для процесса &, (1) —&, (^). 
В силу предыдущей теоремы функция и (^.) должна иметь вид |/ * 1518 о (^), 
где ® (^) —> < при / —> со. Это обстоятельство позволяет нам заключить, 
что при всех достаточно больших \ 


Р ИЕ, (1) | < си (1.)} > 5 


и что, следовательно, 
ОЛ 
Очевидно, что это неравенство доказывает лемму. 

ТЕОРЕМА 3. Если дисперсия однородного случайного процесса с неза- 
имыми приращениями конечна, то каждая функция и(\)= 
=%()) И МЕ1ЕХ, где о (^) > > при }. > <, служит для него верхней 
границей. 
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Доказательство. В силу предыдущей леммы, мы можем огра- 
ничиться доказательством теоремы для симметрично распределенных 
величин #()). Пусть логарифм характеристической функции процесса 


8 ().) дается формулой 
(= \ (созш — 1), ЧГ (и). 
0 


Положим 
ф (=, (И. (0, 
где 
и 
ь 1 
4: (И = \ (608 #1 — 1) в Г (и), 
| 
со р 
$, О (оз и — 1) заГ (и). 


ея 


т| 
9 
&> 
: 
Е 
Г} 
Е 
Е 


Функции $, (#) и 4,({1) определяют независимые случайные 
Е (^) и (^) с симметричными функциями распределения. 
ве, гег(УЕ. 
м 


Положим для дальнейшего а = У , 
и 


Так как аи <1в интервале 0 < и ее ‚ то 


№, (41) < Ха?Г 
и, следовательно, 
Еез@.) < е*атг. 


Согласно неравенству Чебышева 
Р:(\)ЕР{|Е КИ < —“— амт-ьыо 
== СФ ЦА ———— = 6"), 
«МЕРЫ > 6) У ЕЕ] < ет =е 
Так как о (}.) —> << при ^ > со, то для всех }, больших некоторого }, 


21] 2 22 
Я КО С ети 


и, значит, 
_ 252 1 
Ре(^) <е 


8 — е-218 18) — у 
1024 


Мы имеем таким образом 
С а 
ма. а 1 
\ Ре (№) = д = А 


^.0 Ло 


Следующее неравенство очевидно: 
Ре (\) =Р {Е (1) > в УХо(2.)} =2(1—Ф», («ИХо())) < 
Е и Ио) 
= И (1—Ф,, (х)) ах. 
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Согласно формуле обращения для характеристических функций 


со 


я 1 
Ф,, (1) —Ф,, Е. \ и 9 ^^ е\42 (0 44. 
1 — СО: 
Так как Ф,, (0) == 5, то 
5 ВУХ в (2) Е со 
ТТ \ (уе 2) в = 
©) 2 %ю (1) ) ка 
ео , Ухо (1) 
а — 20 № 
= ( о $1 22 @ё = 
прУ Ао (4) . 1 ) 
РЕ \ 1 — с0з ЛОХ (1 — 2/4 (0) 4. 
пыУ Ао (1) р 4 
Но 
Се 1 
овом =^ (1 — 008 м) Г (и), 
Ух 
поэтому 


трой) . Е 
5 Ух 
т‘ 
УТ Г аг(и) \ (1 — созвУ Хь(4) 1) (1 — с03 м). 4. 
про(Я) О ты - 
Ух = 
в 


1 — с03а1) (1 — с05 Ы 


- =яши (|@|, |6|), 


8—8 
т 


поэтому 


УХ «0. 
у ы- 
Е и 


ой) ит и Ул ьб.) 
| 
Ул Са : Гаг (и) 
УХ У; 
п 
Итак 
ф С Гаг р СР) 
р. (^) = №. ТЕ о и \ ф. \ В“ 
й 8) (А) Ул и . Е 
с 5 Р УХ м Ух 
ТУ 
Для се 
со о со со 


ао а ди 
а , 


106 Б. В. ГНЕДЕНКО 


В интеграле 


со с5 


ы \ ал ео 
 Эю У 1 
у). 


(о) 


Я 


д 
сделаем замену И: . Так как 4 > 0, то 


и, следовательно, 


= 2 ал \ аг(и) 
® (1) и 
Ус а 
сИУЕ1Ес 
Выберем с > е* и обозначим с, = У . Для достаточно больших \ 
УВЕ с 
% {).) > 1, поэтому 
лба ие аг ее 
те ® =2\ (4) 9 2 Ааа) < 2Г (+) 
с, с с; ст с, 


Согласно лемме 2, теорема доказана. 
Рассмотрим случайный процесс &, (\), логарифм характеристической 
функции которого дан формулой 


Г 
$, @=\ (сои ПНС (и), (20) ®. 
0 


в=\ (1 и*)аС (и). 


Если Ф,,(х) означает функцию распределения величины & (^), то 
имеет место 
ЛЕММА 5. 


х2 
е 4% для О<х<2 УХ, 
1—Ф,, (2) < ых й 


е № для > 2ьу №. 


Доказательство. Легко убедиться, что если 0 <«а=< 


в 
УТ ‚ то 
Чо | 
е? < Ееа& 0) < еп. 
Согласно неравенству Чебышева 


Бей (©) 


ебх 


=. Ф,, (2) = = еб? -ах , 
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На АЕ 
Положив здесь а= д Иля 090 <2< 2», мы получаем первое соот- 


ношение леммы. Выбрав а = т для д> 2) ‚ мы находим, что 
^8 


Е, и 9 
1—Ф,, (2) < ей №9-ах о ( 1) Е 


= (в. ) +1) 
се иде 

ТЕОРЕМА 4. Если дисперсия однородного случайного процесса Е (^) 
с независимыми приращениями бесконечна, то можно найти такую 
функцию ®(\) (®(^) >< при Х— 05), что функция ®(^) / 18 18% ие 
является верхней границей процесса Е (^). 

Доказательство. Как мы уже говорили, для доказательства 
теоремы достаточно ограничиться рассмотрением процессов с симметрич- 
ными функциями распределения; мы можем поэтому считать, что лога- 
‘рифм характеристической функции процесса Ё (Х) дается формулой 

со 
ф (2) = \ (с08 #4 — 66 (и). 
0 
Так как, по предположению, дисперсия процесса бесконечна, то при 
Х > < 


Хх 
\ (1-Е и?) аб (и) > <. 
0 


Представим &(^) в виде суммы двух независимых случайных вели- 
чин & (№) и &, ().); логарифм характеристической функции процесса &, (*.) 
определим формулой (20). Положим 


Ух 
в 

= (1-17) 46 (и) =%* 0.) 
0 


Докажем, что для определенной таким образом функции ® (Х) удовлетво- 
ряется теорема. 
Положим для дальнейшего = 7 ‚ тогда, как это следует из 
8 
леммы 5,, при х-—> < 
е“х (1 —Ф», (2)) 0. 


Отсюда вытекает, что 


Без ©) — | е=аФ» (р=а == (1—Ф,, (уу ах. 
Положим 
® 99 Зал. со 
1, =в \ = \ и аа ее а \ еах (1 — Ф,, (2)) ах. 
рат. ['] я 8а^9 
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Прежде всего видим, что 
0 


а \ еах ат == 1 


` 
— © 


1 


1 


затем, пользуясь леммой 5). находим, что 


со со со 
= ` е"*(1 —- Ф., (х)) ах <а \ 68 = ф <_а е-акаи= в. 

2. Уз 2нУ9 о 

Используя первое неразенство леммы 5, получаем 
ых а7.9 
Рав х2 ; а?) 9 
ах- — 5- а2).9- 16 ия 
в 2 ЧЕ - а неаАЯ а 


> 


1 и 
АР — 92) 2 256 > 
ее №0 С° ва Я `”  Ееаа0). 


Так как и > со при ^ -> со, то при достаточно больших ^ 


в2 1 
| РЕ 1 1 - аа 1 ; 
—_2е 256 о = Е аё1 (^) 
зав е ки 2% и ое: Ее 


и, следовательно, 
1 а 
В+. < 2+ е Ее 0.) < -- Ее 0). 


Из того, что 
а?).9 


1 
1+1, +1, +1. = Ееза0) > е? `, 


мы выводим неравенства 
а т й Зале 
Е т в я 
ее" < Ее < 1,=а \ ез= (1 — Ф), (2)) 4х < 
а»\9 


< е8а9 (1 —Ф, (548) За*\ё = 


о (1 —Ф, ($ ав) 


1 Й 
>= - = 6$ 
БЕ в 


1 1 
1—Ф,, 548) > те С 


и, следовательно, при достаточно больших } 


| -- 


Отсюда 


1 


1—Ф,, (залз)) >е т" У 
Так как 
р.) =Р [60 > 3 ИХ Жь 0} -2[4—Ф, (за )} > т 


то мы находим, что 
со 
‚ А 
\ Р; (= +. 
5 8 


Согласно лемме 2 теорема доказана. 


ЗЧР ГА СВО1$5АМСЕ РЕЗ РВОСЕ$$0$ ЭТОСНАЗТ!ОЧЕВ 109 


Из теорем 2, 3, 4 в качестве простого следствия мы получаем сле- 
дующий результат. 

ТЕОРЕМА 5. Однородный случайный процесс с независимыми при разце- 
ниями тогда и только тогда подчиняется закону повторного логарифма, 
когда он имеет конечную дисперсию. 

При этом, как мы говорили во введении к работе, закон повторного 
логарифма понимается в том смысле, что с вероятностью 1 


ое зар © 


} + < УА^ 


равен некоторому положительному числу. 
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В. СХЕРЕМКО. 5СВ ТА СВОГЗ5АХСЕ БЕХ РВОСЕ$С$ ЗТОСНАУТТОСЕХ 
НОМОСЁМЕЗ А АССКО15$ЕМЕХТУ 1МОЁРЕМОАМТЬ 


ВЕЗОМЕ 


Оп ргосеззиз з1осБазидие ез( ипе Гапие & ().) 4е уама Тез а]6а(01тс$, 
[@ рагатё\ге ^ 61апь зазсери е 4е 1ощ(е уа|еиге гбеПе. №6 ргосеззиз ез! 
#6 Вошосёте 10огзцие 1а 101 4е а15аБи от 4е &(.--),)—Е(9.) пе 
46репЯ аче 4е )., ег а. ассро1зетепьз 1п4бреп4ап(з 10гз4ие сз 
ПиегуаЦез (а, 6) её (с, 4) вап запз ро соштип, $ (5) — Е (а) в Е (4) — 
—Е (©) зопь Чез уагларез абафюйгез т4ёрепдап(ез. М№и$ пе сопз1а6гопз 
Чапз се|, аг|16]е фае Чез ргосеззиз з1освазмаиез роззбЧайь сез Чеих рго- 
рг16 668. 

Моне Бик ез1 1`6щ4е 4е ’аПиге розз Ые 4е & (^) —Е(0) ропг 1ез уеигу 
{гё5 отапез 4е ^; помз @еттопз $(*) аа Шеи 4е $(7.) —5(0), еп розапи 
$ (0) =0, се фай пе гоз4ётеймь раз 1а зепега{е. 

5014 и (^) ипе {опе оп роз11уе поп-46сго1зз ап4е аб те ромг 5 < * < -- © 
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ег 1е Пе дие Ити ().) = <о. М оцв @вопв Чие и()^) ев ипе {гоп еге 


А->со 


хи рёгтеиге Фе Ё (%.), 1огзаме 1а г@айоп 
Е (А 
20—00. —> <=) 
а 1а ргораБИие 1. 
Оёз1епопз раг Р.(^) 1а ргофаБИ1\е 4е 1’ тезашае” | (1.) | > си (\). Оп 
а а!огв ]е 
ТНЕОВЁМЕ 1. Рог дие и (.). 50 ипе гопиёге зирётеиге ае Е ().), И 
аиё её И зи] дие Гапаестие 


( Р. (1.) — 


с 

зой рше роиг 40а с > 0. 

ТНБОВЁМЕ 2. Га [юпсиоп У ). 1516). пе решё зеплт 4е {топиёте зире- 
пейте роиг аисип ргосеззиз  (^). 

ТНЕОВЁМЕ 3. бой Ё(%) ипе опсйоп ауат 1ез ргорт@ез тепиоппвез 
28 аеЦе дие 

Ул 0 (до). 
и (71) 

4107$ и (^) е5ё ипе топИёте зиретеиге роиг Ф0иё ргосеззиз & (\.) а ощеиг диа- 
атацие тоуеппе тие. 

ТНЕОВЁМЕ 4. бой ЕЁ (^) ип ргосеззиз звоспазицие & ощеиг диаагайдие 
тоуеппе трше; а1огз И еже ипе ропсиоп &(\) ПЭ + со) &еШе ди 


в (Ил 1218 ^ п’ез: раз ипе топиёге зиретеиге роиг Е (\). 

ТНЕОВЁМЕ 5. Роиг дие {е ргосеззиз Ё(\) обеш @ (а (05 аш Повагйте 
пеге, и аш @а ий зири ди’И а ипе ощеиг диаагайдие тоуеппе ртие. 

Оп ещепа раг [а 10: аи (оватайте иегв (е ай дие Ге5 теза 6$ 


0 < Итзир к 


В 


от 1а ртофбабцие 1. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТЕТ!М РЕ ГАСАРЁМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕЗ$ РЕ Г0Н5$5 


Оерия математическая 7 (1943), 111—122 5&1е тафетаЙаце 


4. Я. ХИНЧИН 


КОНВЕКСНЫЕ ФУНКЦИИ И ЭВОЛЮЦИОННыЫЕ ТЕОРЕМЫ 
СТАТИСТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 


Применение элементарных свойств конвексных функций может 
уточнить содержание целого ряда эволюционных теорем статисти- 
ческой механики, в то же время значительно упрощая их дока- 
зательства. 


Известно, что, по аналогии с классической Н-теоремой Больцмана 
в кинетической теории газов, статистическая механика строит свои эво- 
люционные теоремы более общей природы, которые, однако, существен- 
ным образом отличаются от своего классического образца: в то время 
как теорема Больцмана имеет дело с плотностью распределения 
молекул в их фазовых пространствах, ее аналоги в статистической 
механике оперируют с плотностью распределения того множества 
систем, которое по основной схеме этой дисциплины призвано отоб- 
ражать собою эволюционный процесс отдельной изучаемой системы; 
здесь речь идет, следовательно, о распределениях в фазовом простран- 
стве некоторой механической системы, содержащей, как правило, 
весьма большое число молекул (или частиц другой природы). Обозна- 
чая через /(Р) так или иначе определенную плотность этого распре- 
деления в точке Р только что упомянутого фазового пространства Г, 
мы можем заметить, что во всех теоремах рассматриваемого нами 
типа речь идет о поведении с течением времени величины 


У(Р)1в 7 (Р) Че, (1) 


где 42 — элемент объема пространства Г, а интеграция распространяется 
либо на все это пространство, либо на ограниченную надлежащим 
образом его часть (например, «поверхность» постоянной энергии); 
в квантовой физике пространство Г (или выбранная его часть) часто 
бывает дискретным (иногда даже конечным), и интеграция в выраже- 
нии (1) заменяется суммированием, что, разумеется, ни в чем не 
меняет существа дела. Различные эволюционные теоремы ставят своей 
задачей исследование изменения величины (1) либо под влиянием 
каких-либо определенных внешних воздействий, либо в том случае, 
когда система изолирована, предоставлена самой себе и эволюциони- 


1 Мзвестия АН, Серия мазематичеввая, № 8. 
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рует по своим внутренним законам. Во всех случаях стремятся 
показать, что значение величины (1) во всякий последующий момент 
времени не превосходит значения, принимаемого ею в начальный 
момент. Полагают, что такое поведение функционала (1) свидетель- 
ствует о тенденции распределения, характеризуемого функцией [(Р), 
становиться более равномерным с течением времени или под влиянием 
определенных внешних воздействий. Такая аргументация основывается, 
в сущности, на том единственном факте, что в случае, когда область 
интеграции в выражении (1) имеег конечный объем, величина (1), как 
легко показать, получает наименьшее значение при равномерном рас- 
пределении [т. е. когда функция /(Р) есть постоянная величина; мы 
будем предполагать ее нормированной в смысле теории вероятностей, 
т.е. так, что Г/(Р)42=1]. Однако, не говоря уже о том, что при 
такой поетановке вопроса мы не имеем никаких критериев для срав- 
нительной опенки двух произвольно взятых распределений в смысле 
их «равномерности», функционал (1), конечно, является далеко не 
единственным, обладающим упомянутым выше свойством. С другой 
стороны, при употреблении этого специального критерия равномер- 
ности распределений доказательства эволюционных теорем, естественно, 
в большинстве случаев опираются на специальные свойства функции 
х1ехи в результате этого становятся аналитически громоздкими. 
Впрочем, Нейман заметил уже ("), что в нескольких рассмотренных 
им случаях доказательства сохраняют силу почти без изменений, если 
›ункцию х19т заменить любой другой конзелсной функцией; однако 
он не сделал отсюда выводов, способных упростить эти доказатель- 
ства. 

Между тем, привлекая в качестве орудия простейшие хорошо из- 
вестные свойства конвексеных функций, можно одновременно сделать 
содержание болынинства эволюционных теорем весьма общам, не 
зависящим от свойств каких-либо специально выбираемых функций, 
и упростить доказательства этих теорем в такой мере, что они не нуж- 
даются ни в каких расчетах, становясь во многих случаях почти 
тривиальными. В настоящей статье мы, после краткого очерка общей 
теории, покажем на ряде примеров, как это может быгь еделано. 


1. Конзекеные функции 
Функция Ф(7) называется конвексиой в интервале а х<Ь, если 
для любых их оао о 


о (2-е у = >. [2 (=) +2 (<. (2) 


при этом а — вещественное число или — <, 6 — вещественное число 
пли -- со. Мы перечислим здесь некоторые хорошо известные элемен- 
тарные свойства конвексных функций, которые нам понадобятся в даль- 
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нейшем; доказательства этих свойств можно найти, например, в книге 
Нагду, 1 е\уоо4 ава Рб]уа, Шшечаа| Иез, СашЪтг19се, Ошуегзиу 
Ргезз, 1934, где имеется специальная глава, посвященная конвексным 
функциям. 

1° Если 9(2)— непрерывная конвексная функция’, 9; >0, 


п, 


У 4:=1, то для любых вещественных чисел а, @,,..., @» 
г 


Ф (У а; ) = у 41$ (а). (3) 
=1 = 


Очевидно, что определяющее неравенство (2) является частным случаем 
1 
[= ПЕ — >) неравенства (3). 
25° Условимся называть ряд вещественных чисел 6,, 6,,..., бы 


осреднением ряда а,, а,,..., а», если существует такая таблица из п* 
неотрицательных вещественных чисел Хи (1<:=< п, 1<А=< п), что 


п) 


Л 


Ума Ио УЕа=: 
#=1 
и 


п 
:= У, Ала Е =) 
Е=1 


Тогда в силу неравенства (3) 


$ (6;) = № №иФ (аи) (1<:=< п); 
В—1 


суммируя же это неравенство по гот 1 до п, находим 


п т 


У (5:) < У Ф(а). (4) 
2=1 


1=4 


3° Неравенства (3) и (4) имеют свои аналоги для функций непре- 
рывно меняющегося аргумента. Пусть Р — точка любого многомерного 
евклидова пространства, О — область этого пространства и до—элемент 
его объема. Пусть а(Р) — непрерывная в области ОР функция, все 
значения которой в этой области принадлежат интервалу, где функция 
Ф (5) конвексна и непрерывна. Пусть, далее, $ (Р) — плотность неко- 
торого закона распределения в области О, т. е. 


* Примеры разрывных конвексных функций до сих пор удалось построить 
лишь применением так называемой аксиомы Цермело («принцип выбора»). 


4* 
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$ (Р) >0 (РЕ), \+(Р)4=4. 
Ь 
Торда 


®[ \2(Р)%(Р)4 | < \ [а (Р)]$(Р) 4». (3) 


о) р 


Пусть теперь а(Р) и 6 (Р) — две функции, непрерывные в области Д, 
значения которых в этой области принадлежат интервалу, где функция 
Ф(т) конвексна и непрерывна; условимся называть функцию 6 (Р) 
осреднением функции а(Р), если существует функция ух (Р, 0), непре- 
рывная при РЕД, ОЕД и такая, что (в понятных обозначениях) 


У х(Р, 0) 4вв= \ х(Р, 0) 4% =1 (РЕД, 0), (5) 
р р 
и 
ь(Р)= \ х(Р, ©) а (©) а (6) 
о 


для всех РЕД. Тогда в силу (3’) 


[6 (РЛ = х(Р, 0) [а (0) 40 (РЕ). 
у. 


Интегрируя же это неравенство по Р, находим 


| [2 (Р)145 < \ [а (Р)] 45. &) 
р р 
?. О сравнительной равномерности распределений 


В дальнейшем под Ф(5) везде будем подразумевать функцию, кон- 
вексную и непрерывную в интервале (0, |- со). Допустим, только 
ради сокращения записи, что объем области О, о которой только чте 
пла речь, равен единице; тогда функция 


х(Р, 9) =1 (РЕБ, ОЕ) 


удовлетворяет требованиям (5); если а(Р) есть плотность любого 
закона распределения в области О, то формула (6) дает 


Ь(Р) = (а (0) &=1. 


Ио] 


Таким образом, равномерное распределение 6 (Р) =1 служит осред- 
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нением любого другого распределения; поэтому в силу соотношения 
(4’) функционал 


Н, (= \ ФИ (Р)14ь, (7) 
Ро) 
где /(Р) — плотность любого закона распределения в области р, полу- 
чает наименьшее значение для равномерного распределения; в част- 
ности, это справедливо для функционала 


\ /(Р) лв /(Р) 45. 
р 


Совершенно аналогично и в дискретной схеме; полагая 


аа >0 (1<#<п), Ха =, 


$=1 


мы в силу неравенства (4) легко находим, что сумма 


х ф (а) (8) 


получает наименьшее значение при а;=п-* (1 <1< п), т. е. при рав- 
номерном распределении ®. 

Мы могли бы поэтому условиться для двух любых распределений 
считать более равномерным то, для которого функционал (7) [или (8)] 
имеет меньшее значение, если бы установление такой шкалы было 
независимо от совершенно произвольного в такой постановке задачи 
‚выбора конвексной функции ф(5). На-самом деле, однако, оно самым 
существенным образом зависит от этого выбора; именно, можно по- 
казать с помощью несложной конструкции, что если ф, (5) и $, (1) — 
две различные между собою функции, конвексные и непрерывные 
в интервале (0, + с), всегда можно найти два таких распределения 


1 (Р) и /, (Р), что { 
Не (7,) <На (7.), Не» (7,) > Не» (1,), 


т. е., что распределение }, (Р) более равномерно или менее равно- 
мерно, чем распределение },(Р), смотря по тому, построим ли мы 
функционал (7) с помощью функции ф, или ф,. ‚ 

Поэтому мы, естественно, предпочитаем остановиться на следующем 
определении: распределение },(Р) не менее равномерно, чем распреде- 
ление },(Р), если 


Н» (1) < Но(р), 


* Легко показать, что ни одна неконвексная функция не обладает требуемым 
минимальным свойством. 
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какова бы ни быма функция ф (т), конвексная и непрерывная в интервале 
(0, -- <). Правда, тем самым мы отказываемся, конечно, от линейного 
упорядочения множества всевозможных распределений по их равно- 
мерности; однако, не говоря уже о том, что подобное упорядочение 
вообще вряд ли может быть проведено сколько-нибудь разумным 
образом, мы получаем этим весьма существенную выгоду в смысле 
внутренней состоятельности нашего определения, независимости его 
от каких бы то ни было произвольных элементов. 

Для эволюционных теорем статистической механики основною целью 
является доказательство того, что некоторое распределение, харак- 
теризуемое функцией }(Р) (или рядом 4;), при определенных условиях 
становится более равномерным с течением времени. В смысле нашего 
определения для этого требуется установить, что функционал Но (]), 
какова бы ни была конвексная непрерывная функция ф(5), по иосте- 
чении некоторого промежутка времени или в результате определен- 
ных физических воздействий на изучаемую систему, принимает значе- 
ние, не превосходящее его начального значения. Во всех эволюцион- 
ных теоремах, которые нам удалось рассмотреть, это не только 
оказывается верным, но и устанавливается почти тривиальным образом. 
Именно, во всех этих случаях результирующее распределение оказы- 
вается осреднением первоначального, вследствие чего неравенства 
(4) и (4’) дают все необходимое для доказательства соответствующей 
теоремы. Можно было бы прямо определять распределение }, как не 
менее равномерное, чем },, если первое является осреднением второго 
(это определение, в точности равносильное данному нами выше, было 
бы, очевидно, даже более простым и наглядным). Однако в нексторых 
случаях, и особенно в термодинамике, функционалы типа Н.(}) 
играют настолько существенную роль, что предпочтительнее остано- 
виться на той форме определения, которую мы дали выше. 


3. Теорема Гиббса 


В классической механике метод Гиббса основан на рассмотрении 
большой совокупности физических систем, распределенной в фазовом 
пространстве Г; проще всего с самого начала в порядке идеализации 
считать это распределение континуальным с плотностью ](Р); можно, 
впрочем, обойтись и совсем без традиционной совокупности, пользуясь 
вместо этого просто некоторым вероятностным распределением в про- 
странстве Г. Как бы то ни было, в силу известной теоремы Лиувилля, 
функционал Н. (7) при совершенно произвольной (хотя бы и некон- 
вексной) функции ф (7) является инвариантом естественного движения 
фазового пространства (в предположении, разумеется, что область О 
при этом остается инвариантной), вследствие чего в этой «микроско- 
пической» постановке вопроса мы ни к какой эволюционной теореме 
для изолированной системы притти не можем. 
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Однако мы, следуя Гиббсу, делим область Д на «ячейки» 
А,, А,,..., А»; пусть Р— произвольная точка области В; если она 
принадлежит ячейке А‚„, положим 


ГР = } /(Р) 4, 
Ак 


тде в знаменателе А, означает объем ячейки того же наименования, 
и вводим в функционал (7) вместо /(Р) именно эту «осредненную». 
или «огрубленную» плотность /*(Р). }" (Р) действительно является 
осреднением плотности ] (Р) в том смысле, как мы это определили 
в $ 1. В самом деле, положим, для двух произвольных точек Ри 0. 
области О, у (Р, 0) =А»х*, если Р и О принадлежат одной и той же. 


ячейке Д,, и Х(Р, 0) =0 в противном случае; очевидно, мы имеем. 
х(Р, 9) >0и 


\х(Р, 0) Чо = \ х(Р, 9) авь=1, 
р 


р 


1" (Р)=\ (р, 0) (©) ав. 
р 


откуда и следуёх, что распределение 1 (Р} является осреднением 
распределения 1 (Р). Поэтому в силу неравенства (4’) 


Н» (Г) = Не(?. (9) 


Это неравенство будет иметь место для любого момента вре- 
мени 2; = начальный момент времени полагают обычно точную плот- 
ность } (Р) совпадающей с осредненной плотностью ], (Р), мотивиру; 
это тем, что в силу ограниченной точности наших измерений, естест- 
венно, налагающей свой отпечаток на распределение фиктивной %со- 
вокупности» систем в пространстве Г, мы можем исходить лишь из 
некоторых вероятностей ДД‚, приписываемых различным (малым, но 
все же конечных размеров) ячейкам Д,, внутри каждой из которых 
уже не имеем возможности различать между собою в вероятностном 

с * Н —Н ы = 
отношении отдельные точки. Таким образом, „= и Н. (/) =Но(Ё); 
но, как мы уже упоминали выше, в силу теоремы Лиувилля Н (},) = 

— й й момент вре- 
=Н.(№, где /(Р)— плотность в любой последующи р 
мени {; поэтому неравенство (9) дает 


Н, (г) = НФ =Нь, (1) =Н, (р). 


Это неравенство и выражает собою (почти тривиальную при таком 
способе обоснования). эволюционную теорему Гиббса [обобщенную на 
случай любой непрерывной конвексной функции ф (7)]. 
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4. Неравенства Клейна и Паули 


В квантовой физике для эволюционных теорем рассматриваемого 
нами типа открываются значительно более широкие возможности, 
чем в классической; причиною этого служит то, что свойственный 
высказываниям квантовой механики статистический характер создает 
возможность эволюционных теорем и в «микроскопической» картине, 
т. е. для точных, не осредненных распределений, в то время как 
в классической механике с ее детерминированным движением фазового 
пространства теорема Лиувилля делает неизменной степень равномер- 
ности этих точных распределений в случае изолированных систем. 

Простейший пример эволюционной теоремы «микроскопического» 
типа дает нам элементарное неравенство Клейна (*). Обозначим через 
% (#) вероятность найти изучаемую квантовую систему, при надлежаще 
поставленном измерении, в п-ом стационарном состоянии (мы предпо- 
лагаем, что эта система имеет чисто точечный энергетический спектр) 


тогда, как известно», 


и (= я [ал (Е) | %ь (0), 


где комплексные числа а„л ({) представляют собою элементы некоторой 
зависящей от времени унитарной матрицы, так что в частности 


За (= У [аль (| =1; 


это показывает, что распределение у„({) является осреднением рас- 
пределения %»„ (0); поэтому неравенство (3) дает для любой непрерыв- 
ной конвексной функции ф (5) 


я Ф[#» (1)] < х $ [% (0)]; 


это и есть неравенство Клейна. 

Переходя от микроскопической картины к осредненной («макро- 
скопической»), мы можем разбить совокупность стационарных состоя- 
ний данной системы на «ячейки», т. е. группы близких друг к другу 
состояний, аналогично тому, как мы это делали в классической 
схеме ($ 3); осредненная вероятность %, (#) п-го стационарного со- 
стояния определяется как среднее арифметическое точных вероятностей 


* См., например, В. С. То1мап, Те рг1пс1р1ез 0 зайзИса! тесваписз, 
Ох{ога, 1938, стр. .&68. 
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всех стационарных состояний, принадлежащих к той же группе 
(«ячейке»). Неравенство Паули (*) 


7 $ [9% (0] <= У Ф[%»(0)] 


устанавливается тогда в точности таким же путем, каким мы в. $3 
установили теорему Гиббса; единственное различие сведется к тому, 
что, вместо вытекающей из теоремы Лиувилля инвариантности фунцио- 
нала Но. (}) для точных распределений, нам здесь придется восполь- 


зоваться неравенством Клейна; то обстоятельство, что равенство здесь 
заменяется неравенством, весьма характерным для квантовой меха- 
ники образом усиливает проводимую аргументацию. 


5. Теоремы Дж. Неймана 


Мы докажем теперь нашим методом две интересных теоремы кван- 
товой термодинамики, установленные Дж. Нейманом (*); в обоих 
случаях речь идет об’ увеличении энтропии статистической совокуп- 
ности квантовых систем при определенных внешних воздействиях. 
Известно, что статистика каждой совокупности квантовых систем 
полностью определяется заданием так называемого статистического 
оператора И, который мы будем предполагать имеющим чистый то- 
чечный спектр с собственными значениями %,, %,,...и собственными 
функциями $,,ф,,..., образующими полную и нормированную орто- 
гональную систему. Среднее значение физической величины, которой 
соответствует эрмитовский оператор А, равно следу оператора (В, 
что мы будем обозначать через Эр (ИВ). Энтропия данной статистиче- 
ской совокупности выражается формулой 


— №х5р (0180) = — № Ув 16 


(способ обоснования этого утверждения нас здесь не должен интере- 
совать), где №М— число входящих в данную совокупность систем, 
х— абсолютная постоянная. Так как „= (0%„,%„), то выражение для 


энтропии можно записать также в виде — №Мх У (И, 9) 18 (Оф», фи); 
ъ 


во всем дальнейшем мы положим хе 1=ф (т), отчасти для сокращения 
записи, а отчасти чтобы подчеркнуть справедливость всех наших рас- 
суждений для любой конвексной непрерывной функции ф (1). 
Рассмотрим связанную с данной системой физическую величину 
с оператором В и обозначим через ф,, ф,,... полную ортогональную 
нормированную систему собственных функций этого оператора; как 
показал Нейман, измерение выбранной нами величины над каждой 
из входящих в данную совокупность систем изменяет ее статистику 
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таким образом, что новый статистический оператор И” получает выра- 
жение 


0’ = У (ИФФ) Ра 


где Р.,— оператор проектирования на элемент фи, т. е. Р.„/= (}, Фи) Ф»- 
Очевидно, что оператор И’ имеет собственные значения (Иф„, фи) 
и собственные функции ф», так что для энтропии нашей совокупности 
после произведенных измерений получается выражение 


—М№ У Ф[(Офь» Фи). 


Первая теорема Неймана состоит в том, что энтропия совокупности 
после измерения не может быть меньше, чем до измерения. Мы 
должны, следовательно, в наших обозначениях доказать, что 


У [ИФ < УФ (04, $). 


Так как обе системы ф„ и ф„— полные, нормированные и ортогональ- 
ные, то мы можем положить 


Физ = У баб (тк, 2. ино), 
® 
где числа ат», — элементы унитарной матрицы, т. е. 
2 | @ть | * Е 
® т 
Но в таком случае 
(фт, Фт) — (и У» тт, Фт ) = 
= У @ть (ОФ, Фт) = — › Отт (фл, фк) = = 
= > ат (+ › атк\% = 
т — | ат | *#® = № [ат» | * (Иф», $»). 
® ъ 


Таким образом, ряд чисел (Ифт, фт) является осреднением ряда 
(Оф», ф.); применяя неравенство (4), мы видим, что теорема доказана. 

Вторая теорема Неймана утверждает, что при смешении в любой 
пропорции «:В \&-+В=1) 0вух совокупностей со статистическими 
операторами (0 и У мы получаем новую совокупность (со статисти- 
чесвим оператором ® \--ВУ), энтропия которой не меньше, чем 
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взвещенное среднее энтропий двух составляющих совокупностей, иначе 
говоря, что 


Зр [$ (<0 + ВУ)] < «р [Ф (И)] -- ВЗр [® (У)]. 


Для доказательства обозначим соответственно через и, 0%, 
собственные значения операторов 0, И, И’ и через Фи, Фи, и — с00Т- 
ветствующие собственные функции их, образующие в каждом из трех 


случаев полную нормированную ортогональную систему. Тогда, как 
известно, 


ПЕ Ура ИЕ УР 


И = -- ВУ = УР, =а У и, Р.,-| ОНИ 


Далее, мы находим 


т = (ИЙ’Хл, Х») = ({&0 -Н ВУ} и, Ха) = 
= (* » икРехи В м Ры Хм, %ь == 
Е Е 


= («У в ФВ У о в), № )= 
7:3 Е 


== «У [(Хи› к) ‘ик В А | (Хп› Фв) [*0- 
Е к 
Так как 


УИ, Фь) "= У 9) = У = У, в) =, 
Е ® Е п 


тои 


м |(Х»› Фи) |*-ЕВ х. | (Хи $) |*=1, 
ь 
вследствие чего в силу (3) 
Ф(#») =@ [(Хи› Фь) [*Ф (ик) - В 2 | (Хиь Фи) | *Ф (%»). 
к 
Суммируя последнее неравенство по п, находим 
УХ (%,) <а ХФ(ш) + Ве», 
п Е 


что и требовалось доказать. 


Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР 14 Х 1942 
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ВЕЁЗОМЕ 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТЕМ ОЕ ГАСАРЁМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕ$ РЕ 2085$ 


Серия математическая 7 (1943), 123—146 Зёче тафетайдие 


Н. Г. ЧЕБОТАРЕВ 
ПРОБЛЕМА РЕЗОЛЬВЕНТ И КРИТИЧЕСКИЕ МНОГООБРАЗИЯ 


Работа посвящена проблеме резольвент, т. е: проблеме нахожде- 
ния по заданному уравнению, коэффициенты которого зависят от несколь- 
ких независимых параметров, резольвенты, число параметров в коэффи- 
циентах которой было бы возможно меньшим. Автор приводит проблему 
к исследованию критических многообразий в пространстве пара- 
метров уравнения: 


Настоящая статья посвящена проблеме резольвент, поставленной 
Ф. Клейном (°) и значительно подвинутой Д. Гильбертом (1). Она 
состоит в нахождении такого рационального преобразования алгебра- 
ического уравнения, содержащего переменные параметры, чтобы преоб- 
разованное уравнение содержало возможно меньше независимых 
параметров. В то время как Клейн считал коэффициенты преобразования 
рациональными или содержащими наперед заданные иррациональности, 
Гильберт предполагал их зависящими от корней вспомогательных 
уравнений, в свою очередь, допускающих резольвенты с небольшим 
числом параметров. 

Методы, при помощи которых делались попытки решить проблемы 
Клейна и Гильберта, тоже существенно различны. Проблема Клейна 
была приведена к задаче одевания группы Галуа заданного уравнения 
группой Ли, представляемой в пространстве возможно меньшего числа 
измерений. Я (5) показал, что уравнение п-ой степени © неограниченно 
переменными коэффициентами и знакопеременной группой Галуа не 
может быть преобразуемо к резольвенте, зависящей менее чем от п — 3 пара- 
метров. Тем самым было обнаружено, что решение проблемы Клейна 
существенно отличается от решения проблемы Гильберта. 

Для проблемы Гильберта сам Гильберт предложил частный прием, 
дающий для п=5,6, 7,8,9 значения числа параметров в резольвентах, 
приводимые в следующей таблице: 


Виман (7) показал, что при п >9 существуют резольвенты с числом 
параметров 5 =п—5. При этом остается невыясненным, являются ли 
эти значения $ наименьшими из возможных. 
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В настоящей статье предлагается новый принцип изучения резоль- 
вент. Этот принцип основан на рассмотрении высших критических 
многообразий в пространствах, образованных параметрами, от которых 
зависят коэффициенты заданного уравнения. Я называю высшим 
критическим многообразием совокупность точек в пространстве пара- 
метров, в которых несколько корней уравнения совпадают. Для каждого 
уравнения можно определить все типы высших критических многообра- 
зий. Если для данного уравнения найдена цепь из $ критических многооб- 
разий, из которых каждое содержится в предыдущем как часть, то при 
бирациональном преобразовании уравнения эта цепь переходит в такую 
же цепь, у которой каждое многообразие имеет меньшее измерение, чем 
предыдущее. Это показывает, что уравнение не может иметь резольвенты 
менее чем с $ параметрами. Это дает для значения $ нижнюю границу 
(в то время как Гильберт и Виман дают верхнюю границу), если мы 
ограничимся рациональными резольвентами. Изучение иррациональных 
резольвент, требующее детального исследования критических многообра- 
зий для относительных полей, я откладываю до следующей статьи, 

Применение этого метода к уравнениям с неограниченно переменны- 
ми коэффициентами и с знакопеременной группой Галуа дает для 
нижней границы числа $ значения 


789 

334 

Однако сопоставление обоих значений $ для п=5 показывает, что при- 

минение иррациональных резольвент имеет существенное значение. 
Вопрос о том, будет ли найденная нижняя граница для $ также и 

верхней границей, связан с вопросом о фактическом построении резоль- 

вент при помощи критических многообразий. В настоящее время я 

располагаю некоторыми соображениями, делающими весьма вероятным 

положительный ответ на этот вопрос. Однако они недостаточны для 

того, чтобы делать какое-либо категорическое заключение. 


8 1. Выешие критические многообразия 
Дано уравнение 
(2) =а” ра... то (1) 


коэффициенты которого пусть будут полиномами от некоторого числа 
независимых переменных 


И, И... Ит 


с коэффициентами из поля всех комплексных чисел. Будем пред- 
ставлять себе эти переменные комплексными координатами точек 
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пространства (, которое мы будем считать или т-мерным в комплекс- 
ном смысле, или 2т-мерным в вещественном смысле. Если для 
какой-нибудь точки Р пространства И дискриминант О уравнения (1) 
не обращается в нуль, то корни 


о щаы. 2 


уравнения (1) определяются в окрестности точки Р как аналити- 
ческие функции от т переменных и;, которые могут быть продол- 
жены на все пространство И. Однако такое продолжение не всегда 
однозначно, если мы будем производить его по двум различным путям. 
Более того, если уравнение (1) неприводимо в области рациональных 


функций от и, и,,..., и», то в пространстве И можно найти зам- 
кнутый путь такого рода, что при продолжении вдоль него любой ‘из 
корней х,, т,,..., х,„ переходит в любой другой из этих корней. 


В самом деле, если бы при продолжении по всем замкнутым путям 
корень 1, переходил только в 


т, Т.Ф (Е < п, 


то все элементарно симметрические функции от этих корней были бы 
однозначными во всем пространстве 0. Отсюда следовало бы, что они 
рациональны относительно каждой из переменных и;, и,,..., ив, 
ззятых в отдельности и, следовательно, от этих переменных в сово- 
купности. Таким образом, уравнение (1) имело бы множитель степени 
К «п с коэффициентами, рационально зависящими от и,, и,,..., Им. 

Совокупность подстановок, получаемых в результате продолжения 
корней по всевозможным замкнутым путям пространства (И, носит 
вазвание группы монодромии С уравнения (1). Нетрудно 
убедиться, что она совпадает с группой Галуа этого уравнения, если 
в качестве области рациональности взять совокупность рациональных 
функций от и, и,,..., Им © любыми комплексными коэффициентами. 

Всякий замкнутый путь в пространстве И может быть стянут 
в точку. Отсюда следует, что в И существуют бесконечно малые замк- 
нутые пути, при обходе которых корни претерпевают нетождествен- 
ные подстановки, и притом совокупность последних имеет композитом 
всю группу С. Ясно, что перемещаемые на бесконечно малом замкну- 
том пути корни должны ‘быть бесконечно близки, так что такие пути 
лежат в окрестностях точек многообразия’ 


р (ил, и . .Ит) = 0, (2) 


2). * 


где 2 — дискриминант уравнения (1). 

Чтобы определить многообразия точек, в окрестностях которых 
существуют замкнутые пути, при обходе по которым корни претер- 
певают подстановки заданного цикленного типа (точнее, заданного 
класса элементов группы С), рассмотрим произведение 


П (ит. НЫ, +... + Та») =Ф(Ь, &,,... 4), (3} 
5/а 
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где #1, &,,...,— независимые переменные, подстановка 
РР 
Кв ) 
ов 


а произведение распространено на все подстановки $ группы С. Коэф- 
фициенты формы (3), очевидно, суть рациональные функции от пере- 


мены Ча, п. би бае 
Запишем подстановку 5 в циклах 
5= (1, 2,... в) (в +1, №)... (а Е...) п). 


Будем говорить, что точка Р пространства (Г лежит в многообразии, 
соответствующем подстановке $5, если в Р имеют место совпадения: 


т=7, =... =ТФТь, 
И фе (4) 


Ти =... = 4. | 


Если многообра;: че, соответствующее подстановке Г (будем обозна- 
чать его черсз И/т` составляет часть многообразия И5 


От =- Оз, 
то будем говорить, 9 > подстановка ТГ выше подстановки 9: 
ро. (5) 


Для того чтобы имело место (5), необходимо и достаточно, чтобы 
каждая совокупность корней, составляющих цикл в подстановке 5, 
целиком входила в один и тот же цикл подстановки Т. 

В дальнейшем под Из) мы будем разуметь многообразие точек 
из 0, соответствующих одной из подетановок класса, в котором содер- 
жится 5. Будем говорить, что класс (Т) выше класса (5), если в (Т) 
содержится подстановка, которая выше, чем какая-нибудь подста- 
новка из (5). 

Будем обозначать через Фз форму (3), в которой мы подчиним 


переменные &, {,,..., & соотношениям 
ры... Е, =0, 
1,1 +1 - О +, = 0, (6) 


+! ЕЛЬ = 0. 
Имеет место 
ТЕОРЕМА 1. Чтобы точка Р лежала на многообразии И‹з), необ- 
ходимо и достаточно, чтобы для этой точки все коэффициенты 
формы Фз обращались в нуль. 
Доказательство. 41° Условие необходимо. В самом деле, если 
для точки Р имеют место совпадения (4), то линейная форма 


нах... ТЫ 
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при условиях (6) обращается в нуль, так как 


2, Нат, +... 61 = 
=... ыы (В... 4-1) 2+ 
а-иты-а + ‚°’ ая О О 4, -1) 7. 


+ а Ма +... 6 Е. 4 (аа ых 1) т = (7) 
=Ь, (1, — Ту.) а ет а 1 (ты, —2.) ал 
ба (Хи) НН... 1 (Ти-1— 2.) 


‚ние 


а (Ти — 2)... Н- а: } 


Если же для точки Р имеют место совпадения, соответствующие 
какой-нибудь другой подстановке класса (5), то обратится в нуль 
какой-нибудь другой множитель выражения (3). Таким образом, 


Ф:=0. 
2° Условие достаточно. В самом деле, если в точке Р имеет место 
х. Ф:=0, 


то при условиях (6) равен нулю по крайней мере один из множителей 
выражения (3). Представив его в форме, подобной (7), мы убедимся, 
что имеют место совпадения, подобные (4). Именно, если обращается 
в нуль множитель 


п ГОЛ Г... а, = 0, 


где 


То То —- Фо? 
Е № 75. 
Та 1--4 — 2, 


ФЗ. ве, будет соответствовать подстановке 


С: РИ 
1 Я Ра И ИЖ 
НУ 
Я АРАРАР ны ЕТ 


откуда следует; что точка Р принадлежит многообразию (\(з), что и 
требовалось доказать. 

В кольце полиномов от и, и,,...› и», рационально выражающихся 
через коэффициенты уравнения (1), каждому многообразию О‹з) соот- 
ветствует полиномиальный идеал, представляющий совокупность поли- 


2 Известия АН, Серия математическая, № 3. 
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номов, обращающихся в нуль на многообразии (5). Обозначим такой 
идеал через 4(5). Чтобы узнать, принадлежит ли заданный полином 


И Е 


выражающийся через коэффициенты уравнения (1), идеалу -!‹5), вы- 
разим й через корни 21, х,,..., х» уравнения (1), приравняем друг 
другу некоторые из них, сообразно с таблицей совпадений (4), и по- 
смотрим, обратится ли после этого полином в нуль. 

Если переменные и, и.,...› и» входят в коэффициенты уравне- 
ния (1) линейно, то А(5) будет простым идеалом. В самом деле, 
без нарушения общности можно предположить, что тогда отдельные 
переменные и,, и,,..., и» рационально (и даже линейно) выражаются 
через коэффициенты а,, а,,..., а». Тогда, если произведение полино- 
мов &.й принадлежит 4А‹5), выразим в # и Ё все переменные 
и, и,,..., Ив Через корни 11, 1,,..., 2, и приравняем некоторые из 
них друг другу сообразно с таблицей совпадений (4). Если при этом 
произведение &.й обратится в нуль, то должен обратиться в нуль 
по крайней мере один из его множителей, а это и доказывает про- 
стоту идеала 45). 

Заметим, что если мы, вместо подстановки 65, возьмем любую 
другую подстановку Т-*5Т того же класса (ТСС), то получим тот 
же идеал А(5). Это следует из того, что таблица совпадений для 
подстановки Т-15Т получается из таблицы совпадений (4), если к ней 
применить подстановку Т. С другой стороны, всякая рациональная 
функция от 21, 4,,..., 2, рационально выражающаяся через 
и, и,,...,Ит», не изменяется, если к ней применить подстановку Т. 


$ 2. Группы инерции 


Совокупность подстановок между корнями уравнения (1), образуе- 
мых при всевозможных бесконечно малых обходах, взятых. в окрест- 
ности какой-нибудь точки Р пространства И, мы будем, по аналогии 
с теорией алгебраических (вернее, р-адических чисел), называтъ 
группой инерции точки Р. Зададимся целью определить группу 
инерции для точки Р, лежащей на многообразии 03). С одной сто- 
роны, ясно, что корни, переходящие друг в друга при обходах 
в окрестности точки Р, должны в точке Р совпадать. Отсюда следует, 
что всякая подстановка группы инерции не выше одной из подстано- 
вок класса (5). Обратное справедливо только при некоторых оговор- 
ках. Для облегчения исследования сначала предположим, что пере- 


менные и,, и,,..., И» входят в коэффициенты а,, а,,..., а» линейно. 
Это, в частности, будет иметь место, если мы в качестве И станем рас- 
сматривать пространство коэффициентов а,, а,,..., а,. 


В нашем случае уравнение (1) можно переписать в форме 


Х (2) + Л (2) (и: — р:)-ВЛ (2) (в, —Р/)- ... ИЯ (Им — Рш) =0, (8) 
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где Р,, Р:,...,Ри— координаты точки Р. Полиномы }, (2), } (2),... 

-..› т(2) не имеют общих множителей, так как корни всякого их 

общего множителя были бы корнями уравнения (1) и вместе с тем 

не зависели бы от и,, и,,..., ии, что противоречит неприводимости 
уравнения (1). 

Предположим, что точка Р лежит на 03), но не лежит ни на 
одном из более высоких критических многообразий. Тогда полином 
о (2) будет иметь постоянные корни, совпадения которых точно соот- 
ветствуют таблице (4). Обозначая их через 6,, 6,,..., 6», мы, таким 
образом, будем иметь 


6: = 6, = ово я 
+ о Я —= о (9) 
ен ЗЕ ба, 


причем ни одно из значений 


6, +1, ©. $ бра 


не совпадает ни с одним другим. В силу взаимной простоты поли- 
номов }, (7), ], (1),...,]ш. (2) можно подобрать константы с, с,,..., Ст 
так, чтобы полином 


8 (т) = са], (2) с], (2)... сти (2) 


был взаимно прост с {, (1), т. е. не обращался в нуль ни при одном 
из значений (9). Произведем над и,, и.,..., ии линейное преобразо- 
вание 

и —рР: —=610,, 
и,— р» =, 0, 


Чт — Ри = Сто: Нм: 


Тогда уравнение (8) перепишется так: 


№ (2) в (2) в, Е У, (т) о, +... +1. (2) ш=0. (10) 
Переменные 5,, 0,,...,0„ в точке Р обращаются в нуль. Полагая 
=, =:.. ==0=0, (11) 
получим 


где знаменатель 5(х) взаимно прост с числителем, т. е. не обращается 
в нуль при о, =0. Если в этом уравнении мы положим 


= ре, (13) 


где р > 0 весьма малое число, а $ заставим пробегать значения от 0 
до 2к, то из теоремы о непрерывности корней алгебраических уравне- 


2* 
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ний будет следовать, что №, из корней уравнения (12) будут весьма 
близки к 6,, м, —к 6, ит. д. При этом при полном обходе значений 6 
от 0 до 2* корни каждой из этих категорий будут циклически пере- 
ходить друг в друга, и, таким образом, все корни претерпят подста- 
новку того же цикленного типа, что и подстановка 9. 

Вместе с тем равенства (12) и (13) определяют в пространстве И 
весьма мэлую окружность вокруг точки Р. Таким образом, мы до- 
казали следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 2. Группа инерции точки Р содержит подстановку, 
циклы которой соответствуют строкам в таблице совпадения корней, 
имеющего место для точки Р. 

Исследуем, каковы типы низших подстановок, входяших в группу 
инерции точки Р. Если в точке Р пересекаются несколько более 
низких, чем (‹5), критических многообразий, например многообразие 
0‹з), то в любой окрестности точки Р содержится бесчисленное 
множество точек, для которых 0(з,) есть наивысшее из критических 
многообразий, на которых они лежат. Из этого в силу теоремы 2 
следует, что в любой окрестности точки Р существуют пути, при обходе 
по которым корни 2, 1,,..., 2» претерпевают подстановку, подобную 
подстановке 5,. Отсюда мы имеем: 

ЛЕММА 1. Группа инерции точки Р содержит подстановки всех 
цикленных типов, соответствующих таблицам совпадений тех крити- 
ческих многообразий, на которых лежит Р. 

Справедливо также обратное утверждение. Для доказательства нам 
будут необходимы следующие леммы: 

ЛЕММА 2. В каждой цепи содержащихся одно в другом крити- 
ческих многообразий 


рр... 2% 


измерение каждого последующего по крайней мере на единицу меньше, 
чем измерение предыдущего. 

Доказательство. Это следует из того, что, как мы убедились 
в $1, идеал, соответствующий каждому критическому многообразию, 
есть простой идеал. В самом деле, существует теорема [см. ван-дер- 
Варден (°), стр. 63], согласно которой два простых идеала, из которых 
один содержится в другом, только тогда имеют одинаковое ‚измерение, 
если они совпадают. 

Следствие. Самое низшее, т. е. не содержащееся как часть 
в другом, ‘критическое многообразие имеет комплексное измерение 
<=т—1. 

Будем теперь рассматривать пространство О как 2т-мерное веще- 
ственное пространство. Из только что доказанного вытекает, что низшие 
критические многообразия имеют измерение <2т—2. Пусть какая- 
нибудь точка пространства И, принадлежащая к одному из высших 
(может быть, не к самому высшему) критических многообразий (3) и 
вместе с тем не принадлежащая ни к одному из более высоких крити- 
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ческих многообразий *, имеет в своей окрестности замкнутую кривую С, 
при обходе по которой корни х,, 1,,..., т, претерпевают подста- 
новку 5. Проведем через С двумерное многообразие А (натянем 
пленку), которое пусть не пересекается ни сР, ни с одним из более 
высоких, чем самое низшее, критических многообразий. Эуого всегда 
можно достигнуть путем малых деформаций многообразия А, так как, 
в силу леммы 2, всякое высшее критическое многообразие имеет ве- 
щественное измерение < 2т —4. С другой стороны, если 5 не есть 
тождественная подстановка, то А обязательно пересекает низшее кри- 
тическое многообразие. В самом деле, в противном случае, разбив А 
на сколь угодно малые площадки, мы могли бы рассматривать контур 
каждой из этих площадок как замкнутую кривую, находящуюся 
в окрестности некритической точки. Следовательно, при обходе по 
каждому из этих контуров корни претерпевают тождественную под- 
становку. Но так как обход по С равносилен совокупности обходов 
по этим контурам, произведенных в определенном порядке, то обход 
по С тоже производил бы среди корней тождественную подстановку, 
что противоречит предположению. 

Мы можем предположить многообразие А алгебраическим. Тогда 
при помощи малой деформации число его пересечений с критическими 
многообразиями можно сделать конечным. Пусть точки этих пере- 


сечений будут Р,, Р.,...., Рь и пусть обходам вокруг них (по кри- 

вым, лежащим на 4) соответствуют низшие подстановки 65,, 5,,... ох. 

Очевидно, их можно занумеровать в таком порядке, чтобы имело место 
нЕ, Оо. 


Отсюда следует 

ЛЕММА 3. Все подстановки группы инерции точки Р суть произ- 
ведения низших подстановок, соответствующих точкам низшего крити- 
ческого многообразия, находящимся в окрестности точки Р. 

Из хода доказательства этой леммы, как побочное следствие, 
вытекает 

ЛЕММА 4. Вещественное измерение низшего критического много- 
образия в точности равно 2т—2. 

Действительно, если бы это измерение было меньше 2т—2, то 
многообразие А после малой деформации не имело бы пересечений 
с критическими многообразиями. 

Вообще теперь мы можем уточнить лемму 2. Многообразие Из, 
является пересечением или двух различных низших многообразий, или 
двух полей одного и того же многообразия И\з,). В самом деле, в силу 
леммы 3 высшая соответствующая ему подотановка есть произведение 
низших подстановок, а соответствующие двум низшим подстановкам 
многообразия в пересечении образуют высшее критическое много- 


® Последнее условие не играет роли при доказательстве и поэтому в случае 
нужды может быть отброшено. 
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образие, измерение которого, таким образом, равно 2т —4. Продолжая 
рассуждение, получим следующую лемму: _ 

ЛЕММА 5. В цепи содержащихся одно в другом последовательных 
критических многообразий 


Из, >И »„—...- 209 
вещественное измерение каждого равно соответственно 
ее бр Бан ЕЯ 


Пусть в группе инерции точки Р содержится подстановка 5, может быть, 
не самая высшая для точки Р. Из леммы 3 следует, что ее можно 
представить в виде произведения низших подстановок 


а 


Это означает, что точка Р лежит на пересечении низших критических 
многообразий. В силу леммы 5, их пересечение образует критическое 
многообразие измерения 2т—2А. Поэтому в окрестности точки Р 
лежит со`”-* точек многообразия Из), из которых только самое 
большее со*"-**-? * принадлежит к высшим критическим многообразиям. 
Таким образом, в окрестности точки Р находятся точки, для которых 
И(з) есть высшее многообразие, на котором они лежат. Сопоставляя 
с теоремой 2, мы приходим к следующей теореме: 

ТЕОРЕМА 3. Группа инерции точки Р тогда и только тогда со- 
держит подстановку 5, если в ее окрестности находятся точки, для 
которых Ц(з) есть наивысшее критическое многообразие. 

Перейдем к рассмотрению более общих случаев. Пусть коэффициенты 
а, а.,.... а» уравнения (1)—произвольные полиномы оти,, и,,..., И 
Построим пространство А коэффициентов а,,а,,..., а», которые мы 
будем считать независимыми переменными. Для такого пространства мы 
умеем найти и критические многообразия, и группы инерции. Каждой 
точке пространства (/ соответствует одна точка пространства А, 
и замкнутому пути в пространстве ( соответствует замкнутый путь 
в пространстве А. Обратно, каждой точке пространства А соответствует 
несколько точек пространства О, причем некоторые из них могут быть 
кратными, в силу чего замкнутому пути в пространстве А может со- 
ответствовать разомкнутый путь в пространстве 0. Другими словами, 
замкнутому пути в пространстве 0 может соответствовать несколько 
раз повторенный замкнутый путь в пространстве А. 

Точка пространства И является критической только тогда, если ей 
соответствует критическая точка пространства А. Однако может 
случиться, что критической точке пространства А соответствуют обык- 
новенные точки пространства (И. Это имеет место в том случае, если 
для производства замкнутого пути в окрестности некоторой точки 


” Когда речь идет об алгебраических многообразиях, употребление старинного 
обозначения со’, придает изложению большую ясность и в то же время не может 
привести ни к каким недоразумениям. 
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пространства О мы должны обойти одну из соответствующих точек 
пространства А число раз, кратное порядкам каждой из подстановок. 
Таким образом, числа содержащихся друг в друге критических 
многообразий в пространстве И не превышают этих чисел в про- 
«транстве А. Оставляя детальный анализ взаимоотношений между 
пространствами 0 и А до другого случая, замечу, что в пространстве 
О критическим многообразиям могут соответствовать и не простые 
полиномиальные идеалы. 


Если параметры и,, и,,..., и» коэффициентов уравнения (1) подчи- 
нены алгебраической зависимости 


о: ) © (14) 


то мы должны выделить в пространстве 0 алгебраическую поверхность, 
определяемую уравнением (14), которую мы и будем считать пара- 
метрическим пространством И, уравнения (4). В пространстве 0, 
допустимыми замкнутыми путями должны считаться только те, все 
точки которых лежат на поверхности (14), и группы инерции крити- 
ческих точек должны быть определяемы только для таких путей. 
Заметим, что в такого рода пространствах 0, не имеет места теорема 
монодромии: может существовать функция на (,, однозначная отно- 
сительно всех бесконечно малых замкнутых путей, но не однозначная 
в целом. Классическая (двумерная) теория римановых поверхностей 
дает примеры таких функций. 

В некоторых случаях переменные и, и,,..., и» независимы, но 
вместе с тем задана группа Галуа С уравнения (1). Тогда парамет- 
рическое пространство уравнения (1) строится следующим образом. 
Составляется функция от корней уравнения (1), принадлежащая 
к группе С. Обозначим ее через ит... Пусть в поле рациональ- 


ных функций от и,, и,,..., и» она удовлетворяет неприводимому 
уравнению 


# (и,, И... ..›Ит» Ит+1) =0. (15) 


Определим параметрическое пространство О как поверхность (15) 


в (т-+'-мерном пространстве с координатами и, и,, 
и 


..у 
т? Ит-1. 


Заметим, что если мы будем определять замкнутый путь в про- 
странстве И” с координатами и, , и,,..., ии (проекция пространства 0), 
то в пространстве И он будет замкнутым только тогда, если при его 
обходе функция ит: будет возвращаться к своему исходному значению; 
другими словами, если подстановка 5, совершаемая корнями урав- 
нения (1) при обходе этого пути, содержится в С. В противном случае 
замкнутый обход в 0 можно представить в виде А-кратного обхода 
в 0’, где К—наименьший показатель, при котором 


еж. 2 
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8 3. Проблема резольвент в различных формулировках 
Пусть даны два алгебраических уравнения 
1(2) =0, (16) 
8(у)=0 (17) 


одной и той же степени п и с изоморфными группами Галуа С, С. 
Будем считать для них областью рациональности композит полей, 
образованных коэффициентами, а также функциями от корней уравнений 


(16), (17), принадлежащими к группам С, С. Имеет место 
ТЕОРЕМА 4. Чтобы корни уравнений (16), (17) находились в ра- 
циональной зависимости 


=, а: = 19% РВ (= в 2, о) п), (18) 
необходимо и достаточно, чтобы уравнение 
Р (и) =0, (19) 


корнем которогв является величина 


я-—{ 
п= Ув (ту, ау, +... Е 2у,), (20) 
в=0 
где &,&,..., &— неопределенные переменные (которые мы включим 


в область рациональности), имело по крайней мере один рациональ- 
ный корень. 
Доказательство. Если имеют место зависимости (18), где 


а, , б,,... ›би-1— рациональные величины, то, подставляя (18) в (20), 
получим для каждой из величин 
ик, Ну, +... +2 (&=0,1,2, ....п—1) ° (24) 
выражение 
Ив = 9,5 аб... би 18-1, (22) 


где 5„-— сумма т-ых степеней корней уравнения (16), т. е. рациональ- 
ные величины. Из формулы (22) следует, что в этом случае и», а значит 
и и, суть рациональные величины. , 

Теперь предположим, что условия теоремы выполнены. Чтобы 
составить уравнение (19), которому удовлетворяет и, условимся 
обозначать через 5 и 5 формально одинаковые подстановки, производи- 
мые соответственно над корнями х;,, 2,,..., 5%» ИУ, У,,...,Уп. Производя 
над выражением (20) подстановку 5 или, что то же, подотановку 5-1 
[так как выражение (20) инвариантно относительно подстановок 55], 
мы переведем и в выражение из. Заставляя $ пробегать ‘группу С, 
получим величины, элементарно симметрические функции от которых 
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симметричны относительно каждой из систем 2,,4,,...,2 и 
Ул› У)... п, В СИЛУ чего величины 


и$ = № Ви 
Г. 


являются корнями уравнения (19), коэффициенты которого рациональны. 
Группа Галуа поля, образованного всеми корнями 4;:, у, есть 


подгруппа прямого произведения СХ С. В этом поле величина и при- 
надлежит или к группе, составленной из произведений 55 (будем обо- 


значать ее через СС), или к ее надгруппе. Однако, если уравнения 
(16) и (17) не имеют кратных корней, то не существует подстановок, 


отличных от 55, которые оставляли бы инвариантной величину и, 
т. е., иначе говоря, все величины и,. В самом деле, пусть существует 


такая подстановка, 5,5, (5, 52 5,). Умножая ее на (5,5,) ', получим 
подстановку 


5.5, 1=5, 5 4, 


относительно которой все величины и, будут инвариантны. Полагая 
= о кой 
№. = ’ 
оо 
придем к равенствам 


и, ий (у, — ум.) 2* (У, — У)... 2 (Ув -— Уь,) = 0. 
Е 


Рассматривая их как систему однородных линейных уравнений от- 
носительно у, —7., © неравным нулю определителем [вандермондов 
определитель от корней уравнения (16)], мы получим 


Ук — Ув = 0 (=1, 2, ... . п), 


что находится в противоречии с тем, что уравнение (17) не имеет 
кратных корней. 


Отсюда следует, что величина 
и = №2 [2771 
Е 


принадлежит группе СС. Если уравнение (19) имеет рациональный 
корень, то это означает, что группа Галуа поля, образованного корнями 
21) 1.) ... 9 и У, У...) Уп, есть одна из групп, сопряженных 
с СС. Меняя нумерацию корней у,, у,,..., У», мы добъемся ее совпа- 
денияс СС. Тогда все величины и, будут рациональны. Решая относи- 
тельно @&,,4,,..., б-1 систему уравнений (22), мы получим для 
а, б,,..-›т-1 рациональные выражения. Тогда формулы (18) будут 
удовлетворять требованиям теоремы, что и требовалось доказать. 
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Примечание. Если уравнение (17) не имеет кратных корней, 
то формулы (18) обратимы. Это следует, например, из теоремы 47 
моих «Основ теории Галуа» (*). 

Будем называть преобразуемыми уравнения (16), (17) в том случае, 
если между их корнями имеет место рациональная зависимость 
типа (18). 

Проблема резольвент, поставленная в различных формулировках 
Клейном (*) и Гильбертом (!?), может быть поставлена в следующем 
виде, более общем и вместе стем более просто формулируемом: 

Дано уравнение, коэффициенты которого зависят от т (< п) 
параметров. Требуется найти преобразуемое в него уравнение, коэф- 
фициенты которого зависели бы от возможно меньшего числа парамет- 
ров (которое мы обозначим через $5). 

’Коэффициенты (или параметры) уравнений (16) и (17) могут и не 
зависеть рационально друг от друга. Задача состоит в установлении 
между ними таких алгебраических зависимостей, чтобы при этом 
соблюдались два условия: 

1) Преобразование (18) должно быть обратимым. Мы видели, что 
это условие’ всегда соблюдается, если уравнения (16) и (17) не имеют 
кратных корней. 

2) Уравнение (19) должно иметь корень, рационально зависящий от 
коэффициентов уравнений (16) и (17), а также от функций от их 
корней, принадлежащих соответственно к группам Си С. 

Сравним приведенную формулировку проблемы резольвент с фор- 
мулировками, предложенными Клейном и Гильбертом. 

Проблема Клейна. По данному уравнению (16) найти такое 
уравнение (17), зависящее от возможно меньшего числа $ параметров, 
чтобы между их корнями имели место зависимости типа (18), коэф- 
фициенты которых &,, %,,...,9„_-1 должны рационально зависеть от 
коэффициентов уравнения (16). 

Как обобщение проблемы Клейна. рассматривается допущение 
зависимости &,а,,..., 9-4 еще от некоторых наперед заданных 
иррациональностей. 

Проблема Клейна является более частной, т. е. налагающей больше 
требований, по сравнению с проблемой Гильберта. 

Проблема Гильберта. По данному уравнению (16) найти 
такое уравнение (17) (будем называть его резольвентой), зависящее 
от возможно меньшего числа (5) параметров, чтобы коэффициенты 
а, @,,...,би_1 зависимостей (18) между их корнями определялись при 
помощи вспомогательного уравнения, которое, в свою очередь, должно 
иметь резольвенту с < $ параметрами, причем коэффициенты зависимо- 
стей между корнями последних опять должны зависеть от корней урав- 
нения, допускающего резольвенту © < $ параметрами, и т. д. Число 
получаемых при этом вспомогательных уравнений должно быть конечно. 

Докажем, что проблема Гильберта является частной по сравнению 
с формулированной нами проблемой. Достаточно ограничиться случаем, 
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когда С есть простая группа. В самом деле, если С имест нормальный 
делитель И, то мы предварительно должны решить проблему Гильберта 
для вспомогательного уравнения, группа Галуа которого изоморфна 
с факторгруппой С/Н. Затем, считая это уравнение вспомогательным 
и присоединяя его корни к области рациональности, понизим группу 
Галуа заданного уравнения до Н. Тэким образом, число $ в проблеме 
Гильберта для уравнений с группой Галуа равно наибольшему из 
чисел $ в проблеме Гильберта для уравнений с группами Галуа 
Н и С/Н. 

Предположим, что уравнение (16) с простой группой Галуа С имеет 
5-параметрическую резольвенту (17) в смысле Гильберта. Докажем, 
что (17) будет также резольвентой и в нашем смысле. Допустим 
противное: пусть уравнение (19) не имеет рационального корня, если 
считать областью рациональности композит полей коэффициентов 
уравнений (16) и (17). В этой области рациональности поле, образован- 
ное корнями уравнений (16) и (17), имеет группой Галуа некоторую 
подгруппу прямого произведения С х С, которая, таким образом, не 
содержится ни в групие СС, образованной подстановками типа 5$, 
ни в одной из сопряженных с Се групп. 

Прежде всего докажем, что группа уравнения (16) не снизится, если 
к области рациональности присоединить коэффициенты уравнения (17). 
Действительно, в противном случае это поле содержало бы натураль- 
ную иррациональность, принадлежащую к настоящей подгруппе С. 
Ее пересечение со всеми сопряженными подгруппами есть еди- 
ничная группа, в силу чего эта иррациональность будет корнем 
уравнения, группа Галуа которого изоморфна с С. Таким образом, 
поле корней этого уравнения, которое должно быть рассматриваемо 
как вспомогательное (поле, образованное величинами 9,4%, ..., би_1› 
должно его содержать), содержит в себе корни исходного уравне- 
ния (16). Это означает, что резольвента для вспомогательного урав- 
нения будет иметь не меньше ` параметров, чем резольвента (17), 
и новое вспомогательное уравнение опять будет содержать ту же ир- 
рациональность и т. д., так что процесс никогда не кончится. 

Меняя ролями уравнения (16) и (17), мы докажем, что в области 
рациональности, образованной коэффициентами уравнений (16) и (17), 
группы Галуа обоих этих уравнений изоморфны с С. , 

Если поля К,, К,, образованные соответственно корнями уравнений 
(16) и (17), взаимно просты, т. е. имеют пересечением композит полей 


коэффициентов, то группа композита К, Хх К, изоморфна с ахы. 
Так как, кроме С и С, эта группа не имеет других нормальных 
делителей, то группа СС, к которой принадлежит корень уравне- 
ния (19), не есть нормальный делитель группы СС и, более тото, 
имеет с сопряженными подгруппами единичную группу в качестве 
пересечения. В силу этого группа уравнения (19) изоморфна с СХС. 
Отсюда следует, что корни уравнений (16) и (17) содержатся в поле 
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корней уравнения (19), так что последнее, будучи вспомогательным 
уравнением, имеет не более простое решение, чем каждое из уравне- 
ний (16) и (17). 
Пересечение полей К, и К, есть нормальное поле, и потому внутри 
каждого из полей К,,К, принадлежит соответственно к’ нормальным 


делителям групп С, С. В силу простоты последних групп это пере- 
сечение, если оно не есть композит полей коэффициентов, должно 
совпадать с каждым из полей К,, К,. 

Отсюда еще не всегда следует существование рациональной зависи- 
мости типа (18) между корнями уравнений (16) и (17). Именно, она не 
имеет места тогда и только тогда, когда С допускает несколько раз- 
личных (т. е. не переходящих друг в друга путем изменения порядка 
цифр) представлений в виде транзитивной группы подстановок из п 
цифр, т. е. если С имеет внешние автоморфизмы. Например, это имеет 
место, когда С—знакопеременная группа из 6 цифр. Однако и в этом 
случае наше утверждение остается в силе. Именно, если уравнения’ 
(16) и (17) таковы, что образованные их корнями поля А, и К, сорпа- 
дают, то можно преобразовать резольвенту (17) так, чтобы после этого 
между корнями уравнений (16) и (17) установились рациональные 
зависимости типа (18). Для этого надо составить уравнение п-ой 
степени, корень которого, будучи элементом поля К,, принадлежал бы 
к той же группе внутри поля К,, к которой принадлежит корень 
уравнения (16). Построенное таким образом уравнение, являясь преоб- 
разуемым в уравнение (16), в то же время остается 5-параметрическим. 

Вопрос об условиях, при которых обе. проемы эквивалентны, 
требует специального исследования. 


8 4. Условия, необходимые для существования резольвенты 


В настоящей статье мы ограничимся случаем, когда область рацио- 
нальности резольвенты (17) совпадает с областью рациональности 
уравнения (16). Пусть коэффициенты уравнения (16) рационально 
зависят от параметров и,, и,,..., и, и пусть $ параметров резоль- 
венты (17) ь,,0,,...,о, приведены с и,, и,,...,и„ в такое со- 
ответотвие, что являются их целыми рациональными на та 
каждому замкнутому пути пространства 


й (и, и, 72 ит) 
будет соответствовать вполне определенный замкнутый путь простран- 
ства 
ЕО. 
Если при этом первый из путей находится в окрестности какой-нибудь 


одной точки (т. е. бесконечно мал), то и второй путь находится 
в окрестности определенной точки. 


Если при обходе по замкнутому пути С в окрестности. точки Р 
корни уравнения (16) претерпевают подстановку 5, то при обходе по 
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соответствующему пути С пространства У корни уравнения (17} 
претерпевают подстановку 5, отличающуюся от 5 только другими 
переставляемыми объектами. В самом деле, пусть рациональный корень 
уравнения (19) имеет вид 

Увиь, 

Е 


где 
и: —Т, Г. . „Рау, (Е=0, т ОЕ п— 1). 
Если бы при обходе пути С корни х,, 1.,...,л, претерпевали под- 
етановку 
5= (= а И 
а 
а при обходе пути С корни у, у,,..., у претерпевали бы под- 
становку 
Я —( 91 9 и. 
„= 
Ува Ува 35. 8,7 


то в силу оанозначности функций и, должно быть 


у Ни, .. на „Ув = 219: + 23. Е 29 (Е 0, 45% о п 1), 


откуда 
21 (у: — Уп) 528 (У, — У»). -- Е 2 (Ув — Уу,) = 0, (23) 
И А 
где 
мВ 
же о а 
откуда 
ин. 9 це о ВИ 
ху —- р — 2 . — й 
Е ВВ ти Ч“, .. а > он 
УГ 


о - А 

1 "2 - - - 7® 

Но так как путь С проходит по не критическим точкам простран- 
ства И, то определитель системы однородных линейных уравнений (23) 
на пути С нигде не обращается в нуль, откуда мы получаем 


У =Ун› У У» > У Ут. (24), 


С другой стороны, зависимости (18) между корнями уравнений (16) и 


(17) предполагаются обратимыми, в силу чего на пути С корни 
уравнения (17) также не делаются кратными. Поэтому из равенств. 
(24) мы имеем 
1. =1, 1:=2,..., 1№=1, 
откуда- 
=. 
Мы приходим к теореме: 
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ТЕОРЕМА 5. Если параметры уравнения (17) — целые рациональные 
функции от параметров уравнений (16) и оба эти уравнения преобра- 
зуемы друг в друга, то соответственные точки пространств, обра- 
зуемых параметрами уравнения (17), имеют группы инерции, содержа- 


щие, как подгруппы, группы, изоморфные с группами инерции точек 
прост ранства параметров уравнения (16). 


Рассмотрим случай, когда параметры и, и,,...,и»„ входят в коэф- 
фициенты уравнения (16) линейно. Пусть уравнение (17) становится 
преобразуемым по отношению к уравнению (16), если мы положим 
вместо параметров 5,,0,,...,0, полиномы; и, =Ф(и,, и,,..., Ию)... +» 
г, =: (И, и,,..., Ив). Из теоремы 5 следует, что точкам критических 
многообразий пространства 0 соответствуют точки критических много- 
образий пространства У. Если мы условимся считать допустимыми 
замкнутыми путями в проотранстве У только те, которым соответствуют 
замкнутые пути в пространстве (И, то в силу теоремы 5 группы 
инерции соответствующих точек изоморфны. 


Пусть пространство И содержит цепь из содержащихся друг в друге 
критических многообразий 


(5) 20)... 2. 


Этим многообразиям пусть в пространстве У соответствуют много- 
образил 


А о АТК 


Докажем, что эти многообразия имеют различные измерения. С одной 
стороны, ни одна пара соседних многообразий И;, И;., не может со- 
впадать. В самом деле, пусть Р будет точка пространства П, принад- 
лежащая многообразию И\(з;.., по не принадлежащая никакому более 
высокому многообразию. В силу` теоремы 3 в ее окрестности содержатся 
точки Р’ многообразия И\з,;), не принадлежащие многообразию И\(5;. 1), и, 
следовательно, группы инерции которых не совпадают с группами 
инерции точки Р (порядок последней выше). Пусть в пространстве У 
точкам Р, Р’ соответствуют точки 0, 0’. При нашем условии относи- 
тельно допустимых замкнутых путей из теоремы 5 следует, что группы 
инерции точек О и О’ различны. Обе они лежат на многообразии У;, 
но вместе с тем точка О лежит на многообразии У;.1, а точка О’ нет. 

С другой стороны, многообразиям \У; соответствуют простые 
идеалы В;. В самом деле, чтобы. узнать, лежит ли полином 


# (6, 0,,... › 6.) в идеале В;, надо выразить переменные ,, 5,,...., 9, 
через и,, и,,...,Ит, которые, в свою очередь, выражаются через корни 
2.1,,....5 уравнения (16). После этого мы должны приравнять 


друг другу эти корни сообразно с таблицей совпадений, соответству- 
ющей подстановке 5;. Полином © лежит в идеале В; тогда и только 
тогда, если он после указанных операций обратится в нуль. Из этого 
критерия следует, что произведение 8. А лежит в В;. Таким образом, 
„В: есть простой идеал. 
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Из этого следует, что все измерения многообразий Е у 
различны, и так как измерение многообразия У, не меньше нуля, то , 
имеет измерение >49—1. Но так как У, есть критическое многообра- 
зие, а У содержит не-критические точки, то измерение пространства И 
не меньше, чем 49, и мы приходим к теореме: 

ТЕОРЕМА 6. Если уравнение типа (16) с параметрами, линейно 
входящими в коэффициенты, содержит цепь из 4 Критических мнозо- 
об разий, из которых каэкдое последующее содержится в предыдущем, 
то всякая рациональная резольвента содержит не менее 4 параметров. 

Эта теорема дает возможность установить нижнюю границу для 
числа параметров резольвенты. 

В виде примера рассмотрим самые общие уравнения (т. е. с неза- 
висимыми переменными в качестве коэффициентов) со знакопеременной 
группой Галуа. В этом случае О есть поверхность, определяемая 
в (п--1)-мерном пространстве а,, а.,..., а, = при помощи уравнения 


2*—О(а,, а.,... › и) —0, 


где 2 — дискриминант. уравнения (16). Нетрудно убедиться, что каж- 
дому типу четных подстановок в пространстве (И соответствует крити- 
ческое многообразие. В самом деле, мы всегда имеем возможность скон- 
струировать уравнение (может быть, приводимое), у которого группа 
Галуа состоит из степеней любой четной подстановки 5. Это уравне- 
ние будет частным видом уравнения (16), поскольку у последнего коэф- 
фициенты суть независимые переменные. С другой стороны, построенное 
таким образом уравнение непременно будет иметь в своем параметри- 
ческом пространстве (которое получается из 0 придаванием некоторым 
из коэффициентов Частных значений) критическое многообразие Из. 
Например, если 


и.) Вит) 
то в качестве такого частного уравнения можно взять 
(ди, (2-м, ... (7 -1Ы—9,) =0, 
где. %,, %,,...,й, — независимые переменные. 

Таким образом, в нашем случае мы получим нижнюю границу для 
возможного числа параметров резольвенты уравнения (16), если под- 
считаем максимальное число звеньев во всевозможных цепях из четных 
подстановок й-ой степени, в которых последующий член выше преды- 
дущего. Одной из таких цепей может служить 


9 ор. 
в: ыы 


где 
$. 3123952 (12845) ..., 5: —=(123...21) 


фе а 


п 
Эта цепь состоит из [| звеньев. 
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Докажем, что в знакопеременной группе п-ой степени не содержится 


п 1 
цепей большей длины, чем [ 5 ] . В самом деле, отмечая в каждой 


подстановке число содержащихся в ней циклов, включая в это число 
и одночленные циклы (инвариантные цифры), заметим, что для четной 
подстановки это число имеет ту же четность, чтоп. С другой стороны, 
если, например, 


т: < То 


то подстановка Т, непременно должна содержать меньшее чиело циклов, 
чем Т,. В силу одинаковой четности эти числа должны отличаться, по 
крайней мере, на 2. Поэтому числа циклов в подстановках цепи 


При сх 24 
не могут быть меньше, чем соответственно числа 


а а 


Но Т, не может быть ни тождественной подстановкой, ни транспозицией, 
в силу чего 


2 —1<п— 2, 
откуда 
п—1 
в [9] 
Таким образом, искомая нижняя граница для числа параметров равна 
п—1 
.=| : . (25) 


Сопоставим эти значения с теми, которые были получены Гиль- 
бертом (*) для 5 <п < 9: 


| 5 6 | 7 8 | 9 
$ [по формуле (25)] | 2 | 2 3 3 4 
5 [по Гильберту] | 1 | 2 3 4 | 4 


Это сопоставление показывает, что при п=5 введение иррациональных 
резольвент на самом деле снижает число параметров. В случаях 
п=6, 7, 9 числа $, определенные с разных концов, повидимому, дают 
для числа параметров точные значения. Наконец, случай п = 8 требует 
дополнительного исследования. 
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В заключение упомянем о двух основных вопросах, стоящих на 
очереди при решении рассматриваемой проблемы: 

1) Вопрос об иррациональных резольвентах. Мы 
только что видели, что введение иррациональностей в область коэф- 
фициентов уравнения может существенным образом понизить число 
параметров в резольвенте. Эти иррациональности должны быть введены 
так, чтобы критические многообразия не все оставались неприводимыми. 
Нри этом пространства 0 и ГИ будут находиться в алгебраической, но 
не в рациональной зависимости. Пусть координаты 0,,0,,...,0, 
пространства У определяются из уравнений 


оао ОЕ. 


Считая областью рациональности совокупность рациональных функций 
от и, и,,...,Ии, найдем примитивный элемент 


Е=ео. + с.0. + ... Е; 
поля, образованного элементами и,,..., им; 0,,...,0,. Пусть 
Е (Ил, и,, --. Им» 8) = 0. (26) 


Назовем пространством И’ поверхность, образованную координатами 
и, и,....Ии, Которые подчинены уравнению (26). Координаты 
пространств ( и У рационально выражаются через координаты про- 
странства И’. Группами инерции обоих уравнений (16), (17) мы будем 
считать совокупности подстановок, испытываемых их корнями при 
обходах бесконечно малых замкнутых путей. в пространстве И’. По- 
следним в пространствах И, У могут соответствовать или простые, 
или повторенные по нескольку раз замкнутые пути. Задача состоит 
в построении такого пространства И, чтобы благодаря повторению 
замкнутых путей в 0 и Г группы инерции, соответствующие различ- 
ным критическим многообразиям, пришли к совпадению. 

2) Вопрос о верхнейгранице для числа парамет - 
ров в резольвенте. Если дано пространство О параметров 
уравнения (46), в котором критические много ›брёзия образуют цепи 
длины < $, то возникает вопрос о возможности построения 5-парамет- 
рической резольвенты. Если О, — высшее критическое многообразие 
пространства И, то в пространстве ему должно соответствовать 
критическое многообразие нулевого изь.`"ения. Это указывает путь 
к фактическому построению резольвент. Вопрос требует дальнейших 


исследований. 


Казанский государственный университет Поступило 


им. В. И. Ульянова-Ленина 24. |. 1943 


3 Известия АН, Серия математическая, № 3. 


144 М. 9. ТЗСНЕВОТАВОМ 


ЛИТЕРАТУРА 


3 Н;1Бег& О., МаМетайзсье Рго еше. Ргоешт 13, @6: МасВг:, #900, 253—297; 
Сез. АЪВ., 3, 290—329: 
з Н!1Бегё Ш., Оеьег а1е СЛе1свипе пеипепв Огадезв, Мат: Апп., 97 (1927), 
843—250; Чез: АБВ:, ®, 393—400, 
з К]|е!п Е., Сез: ша. АБВ,:, ®, 255—504. 
« Чеботарев Н:, Основы теории Галуа, 1, ОНТИ, 1934. 
в Тэсвеьро$ агбу М:, Чеьег даз КЛеп-НИБегёзсВе Везо]уещепрго ет, Изв. 
Казанск. физ.-мат. общ. (3), 7 (1934), 5—22: 
уап ег Уаег4ет В. 1-:, Модегпе А1оеЪга, ®, Зрг1пвег, 1931: 
У 1шап А., ОеБег 41е Апуепдипе 4ег ТзсЫгпвамзеп-Тгап{огтайоп ацё @1е 
ВедаКИоп а1ееЪга1зсЬег СЛесвипсеп, Моуа Аба В: Бос. 5е: Орза[., у01. е. о. ©. 
(1927), 3—8. 


_ @ 


№. С. ТЗСНЕВОТАВОМ. ТНЕ РВОВГЕМ ОЕ ВЕЗОГУЕМТ$ 
АМО СВИТСАГ МАМТРОГО$ 


БОММАВНУ 


ТЬ1з3 рарег 15 4еуойе4 10 Ше рго ет о{ гезо|уепёз \1е6 Ваз Бееп 
ргорозе4 Ъу Е. КЛе1т (3) ап сопз14ега у адуапсеа Ъу О. НИБег( +”). № 
с0131565 Ш Фе Нпа1ше засВ а гайопа|! (гапз{огта оп оЁ Ме о1уеп 
ефиамоц \Возе сое Й1слетёз Череп оп а пашЪег оЁ уаг1а ]е рагате{егз, 
{Ваё \5е сое! Ис1епфз оЁ \Ъе фгапфогте едиаМоп ее аз Тем аз 
розз1Ь]е уагзаЪ1е рагашефегз. К]еп гедилгед {Ваф Фе соеЙ1с1еп{з оЁ Ве 
{гапз{огтайоп \еге е{Вег гайопа] ог дереп41тс оп эпуеп 1ггамопайЫез. 
НИЪегь зиррозе@, Феу 4ереп4, оп {Ве гоо{з о{ аахШагу ефиаМопз \Ь1еЬ 
ИКе\1з6 аш! гезо]уеп{з \МИВ а зта патрег о{Ё рагатеегз. 

Тл (№13 рарег а пем шефо@ о! туезисайМов о{ гезо]уепз 13 шёго- 
Чисе4.` ТЬ1з тео 13 разей оп Ц№е сопзфгисИоп оЁ Шерег сг!са1 
тап1 0148 10 Ше зрасез \Возе соог41та{ез аге {Ме рагатефегз оЁ Ве 
туеп едчайоп. Вуа В1еВег сгИса! тап11014 Оз т фе рагатефег зрасе 
О ме теап Ще 104аШу оф Из роз м1 соггезроп@ 30 едааИопз, 
\Ъозе гоо(з со1тел4е ассог41то {0 Фе $аЫе 


=, =... — 2, 
Зи = --. = Жщ) (1) 
р 


ео та). ооо АЕ (2) 


ТНЕ РВОВЬЕМ ОК ВЕЗОБУЕМТ$ АМР СВЕИСАЬК МАМ1ЕОЬО$ 145 


Беп8 а региибаМоп оЁ 4Ъе Са]04з ягопр (топодготу 2топр) о{ \№е 
$1уеп едиаЙоп. А регииба$4ощ Т 13 4епо{е4 40 Ъе В1аЪег 1Вап а рег- 
шша оп 5 (7 > 5), И 1№е 1аЫе о! гоофз со1те14епсев Вс соггезропав 


40 5 1за зедиепсе оЁ Фе фаЫе, \“Ъ1еВ соггезропаз ®ю Т.И а сЪаш ой 
В1оЪег сгИ са] шап1019з 


5-23, 2: 528, 
хжБеге 


<. 


15 сощашеа ш И, еасв Ыгайопа] $фгап{огта М оп о{ Ве р1уеп едтайоп 
тефа1пз &Ъе соппесМоп Ъеб\уееп Ве фегшз оЁ 4№3з сЪаш. шее Че 
9110610310108 07 {Ве шап{о1@ о! 1115 сВа1ш Гогш а 4есгеазтз зедчепсе, 
ф%Ве пишЬег 0{ рагаште{егз о? апу фтапз{огтей едаа оп саппо& Бе 1езв 
Вал 9. ТЬ1з 21уез а 1о\ег 111016 {ог 4Ве пашЪег 0{ рагатеегз оЁ апу 
гезо\уептф. 

11 $ Та шебБо@ о сопзгасюоп оЁ Б1еБег сгИйса! шап0193 13 
Чезст1Ьеа. У№е [огш \Ъе ехргезз10 п 


ФЕ == Нм Ра... В), 
5с6 
зЪеге 
С 
5=( ), 
А аа 2 
1, &,..., в аге 4Ве пе\у 14ереп4еп® уаг1аез, ап@ С 13 Ще Саю1з 


топр о{ \Ъе с1уеп едаа Мот. Ш (2) Во!4з, ме ри ш Ф: 


т АО 
Фра и а, = 0, 
ам = 49 — 0, 
апа {Виз ме офалт 1Ъе ехргезз10п Фз уБозе сое 1с1епёз 11 &; аге 2его, 1Ё 
ап@ оп1у И 1Ъе рагашефегз соггезроп@ $0 а ро1тё о! 0 \мЪ1еВ Пез оп Из. 
п $2 4Ъе шегыа сгопр ора ро1пё Р оЁОИ 13 1туезызацеа, 1. е. 
{Ъе пошбег оЁ регплбаМопз \Б1еВ &Ъе гоофз ип4егоо \уЪеп 1Ве рага- 
тпефегз гоп с10зе4 раз 1 а пе1оВЬочгвоо4 о? Р. 11 1Ъе сое елегиз 
о! {Ве едчайоп шше]а4е 4Ъе рагатшеегв Ипеаг1у, 1Веп Че шегйа 
егор с01031543 оЁ региибавопз у’В1еБ соггезроп@ 10 аП ШШе сг! Иса] 
тап о19з оп \Ь1сВ Р Иез. 
т $ 3 шапу Гогши]а Мопз оЁ 4Ъе рго ет оЁ гезо]уетёз (+Ваф о! 
Кеш, НИБегь ап ше) аге 41зсиззе4 ап4 со трагед. 


11 $ 4 Ме соппесмопв шепопед аБоуе Ъефуееп а 10о\ег Наш о! 
3* 


146 М. ©. ТЗСНЕВОТАВО\М 


{Ве пишЪег 5 оЁ рагатефегз оЁа гезо]Уе0ф ап4 1Ъе пишЪег оЁ {Ве феглаз 
оЁ а сВа1ш, оЁ 1 псгоаз1юе сгИ са] шапо193 18 з6а{1е4. Аз ап ехашр]е 
{Ве репега] ефиа оп о{ дергее п \ИВ фВе аМегпайтя Са1018 5томр 18 
с0п814егед. А 1омег Пши о $ 13 


= ["="]. 


ТБе сотраг!з0п \%ИВ ап иррег 101 о{ 5 обашей Бу НИЬеге (*) стуев. 


п | 5057.80.99 
- асниьениа) доза а 
$ (шше) | 2233 
Те пишьег $=1 ш {Ве сазе п=5 соггезроп@з +0 1ггаМопа| гево]уепфв 
\В1сВ аге сопз14еге4 1п 113 рарег. 


Г Воре {Ва 1613 шевВо@ сап Бе а1зо аррпе@ 40 1Ъе Йп4118 оЁ ап 
иррег Ш о{ $. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВАЛЛЕТИМ ОЕ ГГАСАРЁМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕ$ РЕ 10855 


Серия математическая 7 (1943), 147—166 земе та фетайаце 


Сс. м. Никольский 


ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ЛИНЕЙНЫХ НОРМИРОВАННЫХ 
ПРОСТРАНСТВАХ 


(Представлено акад. А. Н. Колмогоровым ) 


В работе изучается уравнение х—А.А (2) =у, где х, у элементы 
пространства Банаха и А— линейный оператор. В частности, даются 
необходимые и достаточные условия, при которых для этого уравне- 
ния имеет место теория Рисса—Шаудера, являющаяся обобщением 
известной теории Фредгольма в абстрактном пространстве. 


$1 
Известная теория Ф. Рисса(') уравнения 


1=Т($) =э—^0 ($), 


где Г и Т— линейные операторы, а } и ф— элементы пространства (С) 
непрерывных функций, представляющая собой обобщение теории Фред- 
гольма, в дальнейшем получила дополнения и обобщения. Эти обобще- 
ния шли по двум путям. С одной стороны, пространство (С') заменялось 
общим абстрактным пространством Банаха (*), с другой —на оператор 
О (вполне непрерывный в теории Рисса) или на Т налагались менее 
ограничительные условия. 

Так, ЭсБаиа4ег (*) дополнил и видоизменил теорию Рисса, пере- 
неся ее на пространство типа (В) и вводя в нее сопряженное урав- 
нение. 

Т. Вадоп (“), исходя из пространства (С) (с умножением на ком- 
плексные числа), определил в комплексной плоскости значений \ для 
произвольного линейного оператора круг наибольшего радиуса с цен- 
тром в точке »Х =0, внутри которого имеет место теория Рисса. 

Далее, в моей работе (°) было показано”, что теория Рисса— Шаудера 
остается в силе, если вместо полной непрерывности оператора 0 пред- 
полагать только, что его некоторая п-ая итерация И” вполне непре- 
рывна. 

Наконец, К. Уоз19а (7) показал, что эта теория сохраняет силу для 
значений \, удовлетворяющих неравенству ^|< 1-е, где => 0 доста- 


* См. также ($). 


ры 
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точно мало, если только при некотором п оператор И" может быть 
аппроксимирован вполне непрерывным оператором ТУ так, что 


Ге Ире: 


В предлагаемой работе мною даются необходимые и достаточные 
условия, которым должен удовлетворять оператор ТГ, чтобы теория 
Рисса —Шаудера имела место. 

В сущности я развиваю и с некоторой точки зрения завершаю идеи 
Радона. При этом в основу этой работы положено нормированное линей- 
ное пространство, отличающееся от пространства типа (В) лишь тем, 
что в нем введено умножение элементов на комплексные числа. Замечу 
еще, что Вадоп при изложении своей теории существенным образом 
основывался на возможности аппроксимации (по норме операторов) 
с любой степенью точности произвольного вполне непрерывного опера- 
тора, заданного в пространстве (С), конечномерным оператором. Легко 
доказать, что такая аппроксимация всегда осуществима в пространстве 
типа (В), имеющем базу. Но, повидимому, в настоящее время еще 
не известно, осуществима ли она, если не предполагать в пространстве 
уществования базы. В моем изложении подобного рода ограничения 
а пространство не налагаются. 

Мы будем в этой работе называть пространством А пространство, 
отличающееся от пространства типа (В) лишь тем, что в нем определено 
умножение элементов х, у, ... на комплексные числа я, В,... При атом 
норма элемента удовлетворяет равенству * 


Предложения, известные для пространства типа (В), на которые 
мы будем ссылаться, легко переносятся на пространство рассматри- 
ваемого вида **". 

Сопряженное и второе сопряженное к Ё пространства обозначим 


соответственно через В и В. 
Мы будем здесь рассматривать линейные операторы И, 4, ..., отобра- 


жающие А вего часть, и им сопряженные операторы Й, 4... 0, А бы 


определенные соответственно в В и В. 

Линейный оператор (И мы будем называть обратимым, если он 
взаимно однозначно отображает В само на себя. В этом случае в силу 
полноты А существует обратный линейный (непрерывный) оператор 
О * [см. НаиздогН (°), теорема УП], для которого 


ит, ИИ 
где Ё обозначает и будет обозначать в дальнейшем тождественный опе- 
ратор. 


* Знаки | || и| | обозначают соответственно норму элемента и модуль числа. 
** Единственным нетривиальным предложением является предложение о про- 
полжении линейного функционала. Доказательство см. ($). 
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Линейный оператор К называется конечномерным, если он ото- 
бражает В в подпространство конечного числа измерений. 
Такой оператор всегда можно представить в виде 


К (1) = р 1. (1) хь, 
&=1 


где /^ и х,-, соответственно линейные функционалы, определенные 
в В, и элементы В. 

Все полученные в этой работе результаты остаются верными и для 
пространства типа (В). Мы ввели пространство В только потому, что 
изложение части работы, касающейся свойств резольвенты, носит в этом 
случае более естественный характер. 


52 


Пусть Т — линейный оператор, отображающий А в его часть. 
В этом параграфе мы доказываем теорему: 

ТЕОРЕМА 1. Следующие утве рждения 1° — 6° эквивалентны друг другу: 

1° («) Однородные уравнения 


Т (х)=0, Т(Х)=0 (2.1) 


имеют одинаковое конечнсе наибольшее число линейно независимых реше- 
ний и (В) оператор Т является нормально разрешимым, т. е. неодно- 
родное уравнение у=Т (1) имеет решение для всякого уЕ В, для которого 
удовлетворяется равенство Х (у) =0, каков бы ни был линейный функцио- 
нал Х, являющийся решением уравнения Т (Х)=0. 

25 («) Однородные уравнения (2.1) имеют одинаковое конечное число 
линейно независимых решений и (В) оператор Т является нормально 
разрешимым, т. е. неоднородное уравнение У =Т (Х) имеет решение для 
всякого УЕВ, для которого удовлетворяется равенство У (х) =0, каков 
бы ни был элемент т В, являющийся решением уравнения Т (1) =0 

3° Оператор Т можно представить в виде суммы линейных опера- 
торов (отображающих В в его часть) 

Т=В- у, 
из которых В обратимый, а У вполне непрерывный. 

49 Оператор Т можно представить в виде суммы линейных опера- 

торов 
Т=В-К, 


из которых В обратимый, а К конечномерный. 
5° Оператор Т можно представить в виде суммы линейных опера- 
торов (отображающих В в его часть) 


ВИ, 


. ь + 
из которых В* обратимый, а У* вполне непрерывный. 
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6° Оператор Т можно представить в виде суммы линейных опера- 
торов 


Тт= В*ЕК*, 


из которых В* обратимый, а`К* конечномерный”. 

При доказательстве теоремы мы воспользуемся следующими пред- 
ложениями Хаусдорфа и имеющими место для произвольного линейного 
оператора (И, отображающего пространство В само в себя (°): 

Г. Оператор И обратим, т. е. имеет непрерывный обратный опера- 
тор, если он отображает В само на себя взаимно однозначно. 

П. Следующие свойства оператора 0 эквивалентны: 

а) нормальная разрешимость 0; - 
Ь) нормальная разрешимость И, 
с) замкнутость образа 0 в В, 


4) замкнутость образа 0 в А. 


Эквивалентность свойств 15° и 25 является следствием экви- 
валентности ‘свойств а) и Ъ) предложения 1. 

Свойство 41° влечет за собой 4°. Заметим прежде всего, что 
из 1° (В) следует в силу предложения П замкнутость образа Г опера- 
тора 7. я 

Если Г совпадает с В, то из 14° (а) следует, что уравнение 7 (1) =0 
имеет только нулевое решение и оператор Т по предложению 1 обратим. 

Пусть теперь Г == А. Тогда из 1° (%) следует существование линейно 
независимых систем элементов 2, %,,..., ти Х,,Х,, ..., Хип, ббОтТвЭТ- 
ственно принадлежащих к Ви В, удовлетворяющих (2.4) и притом 
таких, что каждый элемент х (соотв. Х), удовлетворяющий (2.1), есть 
линейная комбинация из 2; (соотв. Х)). 

Вследствие линейной независимости функционалов, образующих вто- 
рую систему, в В можно определить систему элементов У,, У,, ...› Ул» 
удовлетворяющих равенствам ** 


Х; (%) = в» (2. =1, 2, ...) п), 
где 
к [ 1. приз =А, 
ФЕ а 
О при ё-А. 


п 
Линейное пространство Г, линейных комбинаций = У пере- 


в=1 
секается с Г только в нулевом. элементе, потому что, если сЕГ, то 
=; (с) =0 (1=1,2, ..., п). Отсюда следует, что элемент хЕА может 


* Операторы В”, Г*, К” не обязательно должны быть сопряженными к некото 
рым операторам. 


** Это обстоятельство очевидно для п =! и может быть доказано затем для 
любого п по индукции. 
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быть представлен в виде суммы х=о- о’, где сЕГи 2’ ЕГ,, единствен- 
ным образом. 

Множество Г, всех элементов вида о-- о’. где 56 Г, °'ЕГ,, совпадает 
с В. Действительно, Г, замкнуто, потому что Г замкнуто, а Г, конечно- 
мерно [см. (*), лемма 6], и, если предположить, что В—Г. не пусто, 
нашлись бы линейный функционал ф, определенный в В, и элемент 


у ЕЕ — Г, такие, что $ (у,) =1иф (2) = 0 для хЕ Г. В частности, ф (у) =0 ` 


(&=1,2,..., п). Но это невозможно, так как тогда 7 ($) =0, и функцио- 
нал ф был бы линейной комбинацией из Х,. Таким образом, каждый 
элемент УЕ В единственным образом представим в виде суммы у=е-р о’, 
где оЕГ, ©’ ЕГ,: 

Определим теперь линейные функционалы /,, /,, ...,/» такие, что 


Й: (2%) = в, 
и обозначим через Г, линейное замкнутое подпространство В, на кото- 
ром эти функционалы равны нулю. Пусть еще КГ обозначает линейное 
замкнутое подпространство, на котором Т равно нулю; оно представ- 
ляет собой совокупность линейных комбинаций из 2, (Е =1,2, ..., п). 
Всякий элемент 56 А, очевидно, может быть единственным образом 
представлен в виде суммы х=и- и’, где иЕЁ и и’ ЕЁ,. При этом 


=] рь (2) 2». 


Е=1 


Кроме того, для всякого ОЕ Г найдется единственный элемент и’ Е Ё,, 
удовлетворяющий уравнению 2 =Т (и’). 
Покажем теперь, что оператор 


Т, (2) = Т(2) + Х № (2) и =Т(2) К (2) 


Е=1 


обратим. Пусть УЕВ; его можно единственным образом представить 


в виде 
у=о-о’, 5ЕГ, 5’ЕГ,, 


где, вследствие линейной независимости элементов у, В свою очередь, 
имеет место единственное представление 


п 
, 
2 = № Ук. 
К 
Тогда элемент 


п 
=Ши- У Хь, 


К=1 


где и’ЕЁР, и Т(и’)=о, есть решение уравнения у=Т, (2) и притом 
„единственное. 


ть ее 
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Тем самым, принимая во внимание полноту пространства В и пред- 
ложение Хаусдорфа, доказано существование и непрерывность оператора 
Т;!, и мы получим 45°, если положим В=Т,, У=-— К. 

Из свойства 3° следует 4° инаоборот. Вторая часть утвер- 


ждения очевидна; докажем первую. Если линейный оператор 7 обладает 
свойством 3, то 


Т=В-+У=В(Е-У,), У, =ВТУ, (2.2) 


где ИУ, — линейный вполне непрерывный оператор. Но на основании 
известного результата Ф. Рисса ("°) 


ЕТУ, = В, {+ К,, 
где В, — обратимый, а К, — конечномерный операторы, и 


Т=В,+К,, В, =ВВ,, К, =ВК,, 


где также В, — обратимый, а К, — конечномерный операторы. 

Из свойства 3° следует 15°. В самом деле, образ оператора 
Е- У,, где У, — вполне непрерывный линейный оператор, как известно 
[(*), стр. 151], есть замкнутое линейное подпространство А, и в таком 
случае из (2.2) следует, вследствие обратимости оператора В, что этим. 
же свойством обладает образ 7. Таким образом, имея в виду предло- 
жение 11, мы получаем 15° (8). Далее, из равенства (2.2) следует еще, 
что линейные подпространства, которые Т и Е -- У, отображают в нуле- 
вой элемент, совпадают. 

Легко видеть также, что из равенства 


ТЕ (Е РИВ, 


вследствие обратимости оператора В [(*), стр. 148, теорема 4.41] сле- 
дует, что линейные подпространства В, которые Ти Е- У, отображают 


в нулевой элемент В, имеют одинаковое число измерений. Но для 
оператора Ё--И, утверждение 1° (%) справедливо [(*), стр. 154], еле- 
довательно, оно справедливо и для Т. 

Из свойства 4° следует 65, а из 6° следует 5°. Пер- 
вос утверждение является следствием того обстоятельства, что опера- 
тор, сопряженный к обратимому или конечномерному оператору, также 
соответственно обратим или конечномерен. Второе утверждение три- 
виально. 

Для дальнейшего нам понадобится 

ЛЕММА. Если образ Г, некоторого линейного оператора 0 ‚, отобра- 
жающего прост ранство В в него же, есть замкнутое подпространство 
и если существует система элементов у, у,,..., Уи такая, что любой 
элемент х Е В единственным образом представляется в виде 


д=Е-+ У алу,, 2ЕГ, 
К=1 
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то максимальное количество линейно независимых линейных функционалов 
Х, для которых П (Х)=0, равно п. 


Доказательство. Определим п линейных функционалов 
Ь, №... ав В так, чтобы выполнялись условия 


(= )=0 для всех в ЕГ,, 
Ё (Ук) = (5, Е = Ь а п), 


что всегда возможно, так как линейные подпространства Г,;, пред- 
етавляющие собой совокупности элементов вида 


+—1 п 
2 У уь+ У вк @=1,2;..., п), 
1 В+ 
замкнуты,, а у; не принадлежат Г;. Функционалы Ё линейно незави- 
симы между собой и удовлетворяют равенствам 0 (}:) = 0. Пусть теперь 
|—линейный функционал такой, что 0 (1) =0, тогда /(8)=0 для всех 
ЗЕГ, и пусть 5— линейное подпространство В, представляющее собой 
совокупность линейных комбинаций из }; (#(=1,2,...,п). 

Наше утверждение будет доказано, если будет установлено, что 
1Е5. Если бы это было не так, то нашелся бы в Е элемент 3 такой, 
ори чиле ==... м) 

Представим 2 в виде 


== + У “У, 


откуда 


и 2 =2.. Гогда 
1 (=) =} (2) = 0. 


и мы приходим к противоречию. 
Свойство 5° влечет 15. В самом деле, из 5° следует вследствие 
уже доказанной эквивалентности 1° и 3°, что для оператора Т, рас- 
сматриваемого как исходный оператор и заданного в исходном про- 
странстве В, имеет место 1°. 
Из 1° (В) для Т следует, согласно предложению Ш, замкнутость 
образа Т, что, в силу того же предложения, влечет нормальную раз- 


решимость оператора Т [свойство 1° (В)]. 
Обозначим через №, в,, №,, соответственно, максимальные количества 


линейно независимых элементов, отображаемых в нулевые элементы 
операто рами Ри Т. Свойство 1° (2), примененное к Т, выражает, 
что р и р, конечны и 1, =р,. Нам предстоит показать, что м, — |1, откуда 
будет следовать, что в, =р., иэтим будет установлена справедливость 
свойства 1° (а) для Т. 
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Из нормальной разрешимости оператора Т следует, согласно пред- 
ложению ШП, нормальная разрешимость оператора 7 [условие 2° (В)]. 
Таким образом, образ Г* оператора 7 представляет собой совокуп- 
ность всех линейных функционалов, равных нулю наЁ, где Ё попреж- 
нему множество элементов 2, на которых 7 (1) =0. 


‚ Пусть 2,,2.,..., Хи -— базис и },{,›...›] и — система линейных 
функционалов, удовлетворяющих равенствам 
, 
Ёь (тк) = в (+, ВН 2, и в №), 


и }— произвольный линейный функционал из В. Разность 
№0 | 
.=!— №1 (2) 73 


есть, очевидно, линейный функционал, принадлежащий Г*, так как 
он равен нулю на Р. Таким образом, всякий линейный функционал 


1Е В представим в виде 
: Но 
р к} 


где ФЕ Г*, и это представление, очевидно, единственно. Отсюда, на 


основании леммы (применяя ее к Й и Т), в. =щ. 
Этим теорема, сформулированная в начале параграфа, доказана. 


$3 


Пусть А — линейный оператор, отображающий пространство В в его 
часть, и \ — комплексное число. Введем в рассмотрение оператор Г», 
определяемый равенством 


Т,.=Е ХА, (3.1) 


где Е — тождественный оператор. Назовем областью Фредгольма 
оператора А множество Ф, всех значений Х комплексной ‘плоскости, 
для которых оператор Г» может быть представлен в виде суммы 
обратимого и вполне непрерывного операторов или—что эквива- 
лентно —в виде суммы обратимого и конечномерного операторов 
(см. 8 2). 

Ф ‚ есть открытое множество, так как, если Фи Е—ХА=В- И, 
где В — обратимый У — вполне непрерывный операторы, то Е — ХА = 
=[В— (^—^,) 4] У =В,- У, тде оператор В, — обратим; как только 


| 1 
ГАА! 14| < рае 


Область Ф, характеризуется тем, что для значений ^, принад- 
лежащих к Ф,, и только для них имеют место следующие предложе- 
ния, составляющие известную теорию Рисса—Шаудера в абстрактном 
линейном пространстве. 
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Т. Для того чтобы уравнение 


у=Т, (2) (3.2) 
[соответственно, 
У = Т, (Х)] (3.2’) 


имело решение для всякого у (соотв. У), необходимо и достаточно, 
чтобы однородное уравнение 


Т‚ (2) =0 (3.3) 


[соответственно 


т. (Хх) =0] (3.3) 
имело только тривиальное решение. 

П. Однородные уравнения (3.3) и (3.3’) имеют равные конечные 
количества линейно независимых рещений. 

ПТ. Для того чтобы уравнение (3.2) [соотв. (3.2’)]| имело решение, 
необходимо и бостаточно, чтобы для всякого Х (соотв. 1), удовлетво- 
ряющего (3.3’) [соотв. (3.3)], имело место равенство Х (у) =0 [соотв. 
У (2) =0]. 

Эти предложения являются прямым следствием теоремы 4. 

Область Фд представляет собой, вообще говоря, сумму конечного 
или счетного числа связных компонент. Перенумеруем и обозначим 
через М,, М,,... только те из этих компонент, которые содержат 
в себе хотя бы одно значение ), при котором оператор ТГ), обратим, 
и назовем область 


МАХ М» 


областью мероморфности оператора А. В силу того, что для 
точек Ф,—М/ оператор Т, необратим, на основании теоремы 1 все 
точки этого множества являются собственными значениями оператора, 
иначе говоря, для них однородное уравнение имеет нетривиальные 
решения. 

Пусть еще С, обозначает область всех значений ), для которых 
оператор ТГ» обратим —область регулярности А. Для значений 
ЛЕСл можно определить резольвенту оператора А, иначе говоря, 
оператор 4, такой, что 


(Е—^4)-1=Е--АА,. 


Резольвента, рассматриваемая как функция параметра ), обладает 
известными аналитическими свойствами ("°). Сл — непустое множество, 
так как содержит Х =0. Докажем теорему, которая оправдывает назва- 
ние множества Мл. 

ТЕОРЕМА 2. Млд—Сл есть изолированное (счетное) множество 
значений \, которое можно еще определить как совокупность собст- 
венных значений оператора А, принадлежащих области М „. 
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Каждое значение Е Млд—Сд есть полюс резольвенты А), иначе 
говоря, в достаточно малой окрестности \, имеет место разложение 
А) в ряд 


= б-(т-_ в 
а 
сходящийся по норме операторов. Среди операторов ск (Ё=—т, 
—т-1,...) операторы с отрицательными индексами конечномерны. 


Об ратио, если в достаточно малой окрестности некоторого значения 
Х, комплексной плоскости для резольвенты А’ оператора А имеет место 
разложение (3.4), коэффициенты которого с, (Е = —т, —т-1,..., — 1) 
являются конечномерными операторами, то Е МаА-— СА. 

Д оказа тельство. Пусть ^, Е Млд—С, тогда ^, принадлежит также 
некоторой компоненте М»ь, области Мл, содержащей в себе точку », 
такую, что оператор Т», обратим. Соединим точки ^, и ^, кривой С, 
полностью принадлежащей к Мь,. Возьмем произвольную точку Х’ этой 
кривой. В силу того, что оператор Т»›, представим в виде суммы обра- 
тимого и конечномерного операторов, оператор А можно представить 
в виде суммы О-- К, где Е —^'О обратим, а 


К 9» ль. 


При этом функционалы ], и элементы х, можно считать образую- 
щими линейно независимые системы. 
Рассмотрим уравнение (3.2), которос можно переписать в виде 


—\0 (1) =У-+-К У аль, (3.5) 
к 


где положено 


К Маски (3.6) 


/ 


В силу того, что оператор Е —^’0 обратим, в плоскости комплекс- 
ной переменной Х существует круг с’с центром в ^', для всех точек 
которого оператор Е —^О обратим, и И имеет резольвенту ИП». 
Подвергая обе части (3.5) воздействию оператора Е--», получим 


РАК У вы (4 (3.7) 


и, подставляя это выражение в (3.6), будем иметь систему из п линей- 
ных уравнений с п неизвестными а, 


ч—*5 ав}; (як -Н АИ» (х.)) = Н(у-Е ХО (9)) &=1,2,...,п), (3.8) 


эквивалентную, в силу (3.6) и (3.7), исходному уравнению. 
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Отсюда решение этого уравнения имеет вид 


т=у-^ о . (3.9) 
где 
аа (^) те Сл" (1) р, (УХО, (9) 
о ео 
А)". ОХ, (и) 0, (у) 
се бе — (кА, (49, м), Аб ен 0 


Определитель Д (^) системы есть аналитическая в круге с’ функция 
от \, что вытекает из аналитических свойств (/). 

Если в круге с’ имеется точка ^., для которой оператор Т), 
обратим, то система (3.8) должна иметь при Х =». решение для любого 
УЕВ. Но у-^,0,. (у) пробегает вместе с у все пространство В, 
и система чисел 6; =}: (у--^.0›, (у)) пробегает при этом, вследствие 
линейной независимости } (1=1,2,...,п), всевозможные системы 
из П чисел. 

Отсюда следует, что Д(^.) = 0. Таким образом, вследствие аналитич- 
нооти Д(^), если только в круге с’ имеется точка, для которой опе- 
ратор Т» обратим, в нем, за исключением, быть может, изолированного 
множества значений, всюду Д(^) = 0. 

Но это обстоятельство заведомо имеет место в круге в, с центром 
в точке ^,. Покрывая теперь все точки кривой С соответствующими 
кругами с (без границы) и применяя к этому покрытию лемму Бо- 
реля — Лебега, мы получим конечное число кругов с, покрывающих С, 
и таких, что два соседних из них пересекаются по непустому открытому 
множеству. Теперь очевидно, что в круге в, с центром в № также 
существует А» всюду, за исключением изолированного множества. Тем 
самым показано, что в Достаточно малой окрестности точки Х, (исклю- 
чая ^,) резольвента 

р, 

РЕ 
существует. В точке же », определитель А (Х,) =0, так как в против- 
ном случае в ней существовала бы резольвента и ^\, ЕС). 

Далее справедливость разложения (3.4) легко усмотреть из строе- 
ния определителя Г). 

Что »^, есть собственное значение оператора А, следует из теоремы 1 
и того обстоятельства, что оператор Т›о необратим. 

Пусть теперь для резольвенты А» оператора имеет место в окрестности 
Х, разложение (3.4), где коэффициенты с, (= —т,—т- 4. .., —1) 
конечномерны, и пусть А) и А, соответственно главная и регулярная 
части этого разложения. Положим 


АА” АЕМАРТА 


ЕО 
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Из теории Рисса (*°) следует, что оператор Е—^,А” обратим; 
непосредственно очевидно также, что А’ конечный оператор. 

Итак, Е Фд; но в достаточно малой окрестности »\, оператор ТГ, 
обратим и потому Х, Е МА. 

При ‘этом Х,, очевидно, не принадлежит бли вторая часть теоремы 
доказана. 

Область Мл допускает еще другое определение, как это вытекает 
из следующей теоремы. 

ТЕОРЕМА 3. Область М ‚ представляет собой совокупность всех 
значений \ комплексной плоскости, для которых существует представ- 
ление оператора А в виде суммы 


А=б-У 


двух линейных операторов, обладающих такими свойствами: 

а) оператор Е —^П обратим, 

Ь) оператор У вполне непрерывный (или конечномерный), 

с) ПЙ/У=0 (или ТО =0). 

Доказательство. Пусть  ЕМАа, тогда либо ЕСА и теорема 
будет доказана, если положить в ней ПГ =Аи |= 0, либо ^, Е МА— СА. 
Во втором случае по теореме 2 в достаточно малой окрестности Х, 
существует резольвента А›, которую можно представить в виде ряда 
(3.4). Обозначим через И значение главной части разложения (3.4) 
при ^=0и пусть У=А— О. Тогда, по теории Рисса (*°), линейные опе- 
раторы 0 и У будут удовлетворять условияма), Ъ), с) теоремы для № =... 

Наоборот, если линейные операторы © и7 при ^ =, удовлетворяют 
условиям а), Ь), с) теоремы и А=И-РИ, то имеет место равенство 


Е—ЛА=(Е—^Х0) (Е —ХУ) 
[соотв. Е—\А=(Е—\У) (Е —ХП])]. 
Отсюда, согласно теории Рисса, в достаточно малой . окрестности 


\, (за исключением, быть может, самого ^,) существуют резольвенты 
А», (›, Ух операторов А, 0, И, связанные между собой соотношением 


Е-+АА, =(Е--ЛИ,) (Е) 
[соотв. Е-+ ХА, = (Е ЛО,) (ЕТ). 


Но резольвента У, (вполне непрерывного) оператора У разлагается 
в степенной ряд вида (3.4) (с т > 0), в то время как 


= О-о) а-+ . 


Отсюда легко следует возможность разложения А, в ряд вида 
(3.4) и, таким образом, по теореме 2, \, Е МА. 

У. Вадолп (*) назвал радиусом Фредгольма оператора А число 
ГА, для которого выполняется следующее условие. 
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Представим А в виде А=0О-У, где У— вполне непрерывный 
оператор. Пусть г— радиус сходимости (по норме операторов) ряда 


Ес. (3.14) 


Тогда гл — точная верхняя грань всех г, соответствующих все- 
возможным таким представлениям оператора А. 

Он показал при этом, что гл есть радиус наибольшего круга 
с центром в нулевой точке комплексной »)-плоскости, всюду внутри 
которого справедливы предложения | — ПТ, атакже имеет место либо 
обратимость оператора Г», либо возможность разложения А) ввиде (3.4). 
Это предложение Радона может быть получено на основании изложен- 
ной теории следующим образом. С одной стороны, сходимость ряда 
{3.14) влечет обратимость оператора Е —^(, откуда следует, что круг 
Фредгольма (без границ) полностью принадлежит Мл. С другой сто- 
роны, пусть \, <г’ <г, где г обозначает радиус наибольшего круга 
< центром в ^ =0, содержащегося в Мл. В круге С, радиуса г’ имеется 
конечное число собственных значений »,, ^ Х„ оператора А, 


А ых, т 


которым соответствуют главные части разложений резольвенты А) по 
степеням ^—^; в окрестностях Х:: 4. д. до: Оператор А 


теперь можно разложить на два оператора ("°) 


5 
т 

А’=У А® 
в=1 


Абд д, 


из которых А’ конечномерный, а А” имеет резольвенту 


аналитическую в круге С, и, следовательно, ряд (3.11), в котором 
И = А”, сходится для всех Х с |\| <г’, так как представляет собой 
разложение А) в окрестности Х =0. 

Отсюда следует, что круг Фредгольма может быть определен еще 
как наибольший круг, содержащийся в Мл (или ФА). 

Возникает вопрос, существует ли линейный оператор А, для кото- 
рого Мл является существенной частью Фл. 

Положительный ответ на него дает следующий пример. 

Пример. Пусть последовательность элементов 2; (#=1, М 3.55%) 
образует полную нормальную и ортогональную систему в гильберто- 


4 Известия АН, Серия математическая, № 3. 
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вом пространстве. Определим в нем линейный оператор В и линейный 
функционал } следующим образом: 


В ео. а, 
71) =Ь 7(2:] =0 (=2, Эа 3% $) 
Оператор В, очевидно, обратим и имеет норму, равную единице. 


_Из этого следует, что для |и| «1 оператор Е —вВ имеет обратный 
оператор 


(Е—ьВ)-1 = Е-ьВ, = Е -ьВ- В" + 
Кроме того, 
Г(В® (1,)) =0 (&=1, 2, ...). 
Поэтому уравнение 
х—ьВ (5) — } (1) <, =0 
имеет для всякого р с |в| <1 нетривнальное решение 2, +В, (1,) и 


оператор Е — В —]х, для рассматриваемых № необратим. 
Положим теперь 


ры В, 5.854 К (1) =] (2) В. (т,). 
Тогда оператор 


Е 
[1] 


1% 


для значений ), достаточно близких к »,, также необратим, а при 
^=^, обращается в В, —К, где В, — обратимый, а К — конечномерный 
операторы. 
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ТЕОРЕМА 4. Радиусы Фредгольма гл и Гл» линейного оператора А 
и его п-ой итерации А" связаны соотношением 


Г дп —= (пд). 
Доказательство. Прежде всего заметим, что, как и в случае 
обычных степенных рядов, радиус р сходимости ряда 
а, --а^ а ..., 


где а, (Е =0, 1, 2,...)— линейные операторы, определяется при по- 
мощи равенства 


1 


в. 
Ни У |ал| 
> <> ` 


ПА 
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Вследствие определения 7д существует для всякого => 0 разло- 
жение А=0--У оператора А на вполне непрерывный оператор У и 
оператор О такой, что ряд (3.11) для некоторого Х, где [^| > гА-— в, 
сходится. 

Отсюда следует, что 


{ 
Г - < а Е: 
Пи} ИтО*и 
В- < 
РЕ 
Бао" | 
Е +со 


#-= (4.1) 


Оператор А“ можно представить в виде 
Ел УЕ ОИ, 


где У, — вполне непрерывный оператор. При этом из (4.1) следует, 
что радиус сходимости ряда (3.11), где (= А", больше, чем (гд— =)” 

для всякого => 0. 
Отсюда | 
ТАп = (а (4.2) 


Заметим теперь, что если А, В и С— линейные операторы и 
6-16 ВА, 


то из обратимости С следует обратимость А и В. Действительно, из 
С=АВ следует, что образ А совпадает с А, а из С =ВА — что урав- 
нение А (5х) =0 имеет только тривиальное решение. Так же можно рас- 
суждать для В. 

Пусть теперь ^— один из корней п-ой степени из р. Из равенств 


Пр ВЕ (ЕЕ ЦЕАА А 
К (4.3) 


следует, что если оператор Е—рА" обратим, то оператор ЕЁ —ХА 
также обратим, и так как первый оператор обратим для всех в 


с [№| < тд», за исключением изолированного (счетного) множества, то 
и: 


второй оператор обратим для всех А с |) |< (гдз) " с тем же исклю- 
чением. Из (4.3) следует еще для вЕСл» и Х=Уь 


АА (ЕЛА. А" 1 (Е А®) = 
аа) (ЛА о, 


&* 
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где А) — резольвента оператора А”. Но для всех собственных значе- 
ний р, оператора А” с |в,| < гд» имеет место в окрестности р, разло- 


жение д вида (3.4). В таком случае то же имеет место для всех 
4 
собственных значений \, оператора А с | № | < (Гл")". Отсюда 


РА» = (гА)". (4.4) 
Сопоставляя (4.2) и (4.4), получим 
Ав (Га) 


Следствие 1. Если некоторая п-ая итерация А линейного опера- 
тора А есть вполне непрерывный оператор, то гд= со. 

Действительно, в этом случае, на основании теорем Рисса — Шау- 
дера, Гл” = со, что влечет гл = со. 

Это— полученный мною ранее результат (5). 

Следствие 2. Если для линейного оператора А существует та- 
кое целое число п и вполне непрерывный линейный оператор У, что 


И, 


то га» 1. 
Действительно, в этом случае оператор А” представляется в виде 


А" =В-У, 


где ||В|| < 1, и, следовательно, ряд (3.11), где 0 = В, сходится в круге 
с центром Х=0 радиуса, большего единицы. Таким образом, Гл» >> 1, 
что влечет гл > 1. Это—результат К. Уоз1Да (?). 
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$. МГК ОТЗКТ. ГИМЕАВ ЕФОАТГОМ$ ТМ МОВМЕЮО Т1МЕАВ $РАСЕ$ 


ЗОММАВУ 


Геф В Бе а погте ]1пеаг зрасе (оЁ ВапасВ’з буре) 1а \Ъ1еь +№е 


шо ар са 100 оЁ 4Ъе еететёз Бу сошр1ех пашЪегз 13 дейпеа. Те В 
Чепофе &Ве а4]о1пё зрасе. 

ш$2 ме ргоуе %Ъе ЁоПо\уйшя {Беогеш ге]айпр $0 фе орегафог Т 
Ва шарз В шо Изе! ап Ве а@3о1тё орегафог Т: 


ТНЕОВЕМ 1. Т#е рюЦожтв аззетйопз 1° — 6° аге еадшощет 
1° (<) ТАе фотовепеоиз едиайопз 


Т (1)=0, Т(Х)=0, (1) 


;фрете ЕВ, ХЕВ, роз5ез5 Ше зате (ппие) талта] питфег о] Ипеау 
таерепает зошйНопз апа (8) Фе орегйог Т 15$ поттаЦу зойра Ще, в. е. 
{йе едиайоп у=Т (1) 15 зога йе рог апу уЕВ зисй йа Х (у) =0, чйеп- 


еоег йе Ппеаг ритейопи Х 55 а зошноп о} 1е едиайоп Т (Х)=0. 

2° (=) Тйе рпотовепеоиз едиайопз (1) ро55е5$ {йе зате (рпие) тазл- 
та] питфег о} Ппеайу стаерепаетр зойийопз апа (В) 1е орегаюг Т 
8 погтаЙу зойга йе, г. е. Фе едианоп У =Т(Х) 45 зооаМе рог апу 
УЕВ сисй Ша У (1) =0, чйепеоег х 15 а зошйоп о} \1е едиайоп 
#0. 

3° ТАе орегаёог Т тау Фе гергезете4 а5$ Фе зит о} Ппеаг оретазогз 
({Йеё тар В ищо изей}) 


Т=В-Г, 


веге &йе орегаёог В роз$ез5ез йе атоегзе ап4 У 18 сотыаеу сопи- 
пиои5. 
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4° Тйе орегаюог Т тау 6е тергезещей аз Фе зит о} Ппеаг орегафотв 
Т=В-К, 


треге В ро5$$е5$ез @йе атоегзе апа К 1$ рпие-фтепяюотий. 
5° Тре орегаюг Т тау Фе тгергезетей аз Ше зит о} Ипеаг орегагог® 


(па тар В ищо изе|]) 
ТВ. 


‹фреге В” ро33ез$ез йе зтоетзе ап У” 1; сотр аеЙу сопипиоиз. 
6° Те орегаог Т тау Фе гертеземей аз {йе зит о} Ипеаг орегазотз 


ТВК». 


тйеге В” роз$е$5ез йе тсетзе ап К” 15 рпие-@тепзюпай. 
п $ 3. \е сопЧег фе ефиай оп 


= (= А) 


\Беге ЕВ, УЕН ап@ А 13 ап агЬИтагу Ппеаг орегафог {Ваё шарз А 
1140 Изе!, аз ме аз {Ве а4]о1а6 едаайоп 


У=Т, (Х),. 


уЪеге ХЕВ, УЕВ. 

'ТБе ф06а\Шу Фд оЁ заеВ №, юг мов Г) 13 гергезетаЪ ]е аз Бе за 
оГа Шпеаг орегабог роззеззте {Ве зшуегзе ай а сошр1ее]у сопИпиоцз 
Ппеаг орегафог {огшз а аота1 ш Ме сошр]ех ^-р1апе &Ваё \1 Бе са]: 
1е4 Ме ЕгеаБо] ш 4отатю 0{ Бе орегафог А. 

1 уе оЁ ТБеотеш 1 &Ве ГоПо\уте аззегопз сопзИбаИте Ве ме 
Кпо\уп В1ез2 — Беваи4ег \Теогу аге {тие {ог а! Х Беопеше № Ф, ава 
оп!у {ог ем: 

Г. Тйе песеззату апа зираметё сопйот рот {Те едиайоп 


УТ, (2) (2) 


[7езр. айе едиапоп 
УГО (2) 
0 бе зооа4е рог апу у (тезр. У) а; айаё йе потовепеоиз едиайоп 


=: (3) 
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[тезр. 
Г,.(Х)=0] (3') 


расе Бир айе т зоипоп. 

П. ТАе Ротовепеоиз едиайоп (3) апа (3’) Расе Ше зате фпие пит- 
Бег о] Ппеату гтае реп4етЕ зош#опз. 

ПТ. Раиайот (2) [тезр. (2’)] 15 зора Ме &{ апа ощу 1} Х (у)=0 
[гезр. У (х) =0] ]ог апу Х (гезр. 1) зайзрита (3’) [тгезр. (3)]. 

ТЬе дота1а Фл 13, ш оепега|, Ве заш о{ ап епитега]е зе 07 соп- 
пес4е сотропеп{з. её М,, М,, ... Ъе 4№0зе с! \\е сотропеюз $Ъа% 
Сопба1п аб 1еа5ф опе №, Тог \Ь1еЬ Т, роззеззез $Ве шуегзе. Тье доташ 
Мл=У М, \ Ш Бе саПе4 {Ве дота1т оЁ! мегошогрВ1ст6у оЁ Те 

р 


орегаёог А. Мл 13 сомаштед 1 Фл Бар 9063 по, т оспега!, сошс1ае 
УВ: 16. 

Те, ПраПу, Сл Чепое {Ве зе о{ зас », 1ог \мЬ1еЬ Т, роззеззез Ве 
1пуегзе — фе Чота1п оЁ геоч]аг:бу 0{ Ше орсгафог А. И ЛЕСд, 
ШФеп 1Ъеге ех13(з {фе гозо]уеть оЁ (Ве орегафог А, 1. е. засН ап орегабог 
А, {Ба 


ла А. 


ш уе\м 0 Твеогош 1 еуегу }. Беопаштя {10 Фд— Мл 13 ап евеп-уаше 
оЁ Ф1е орегабог А. 

У\Уе ГагШег Вауе 

ТНЕОВЕМ 2. Мл— СА 5 ап 15014е4 (спитсга йе) зе Инё тау ао 
Бе асйпей аз те оу о} «И авеп-сайшез о} Ив орегаог А Беюпатв 
$0 Ше аотат Мл. 

Еъегу ЖЕ Мл—Слеа рое о] Ш тезогот А,. [т ойог тота8, т а 
зи] псеп у зтаЙ пе зйооитвоеа о} }7., йе тезфосй аатиз йе ехрап- 
$0пт 0] Ше ротт 


@ 


С 97 С и 1 Е Е. 
Пе С 


Ось. 0. (4) 


сопоегеатв ФИ тезресё №0 Йе потт о} орегогя. Тйе оретайотз с, вир 
певайье гтаеез ате рпие-фтепяот. 

Сопсетзеёу, | \е ехрапяот (4) о] ав тезфйксет дИй ]пие-артепяо- 
п с, (Е=—т, —т-1,..., — в вай т а зираепИу зтаП 
пе йфоитьоой о} №, 2% Ше сотшех р те, Мет Е Мл СА. 

ТЬе {оПо\то еогет ргоуе4 шт $3 у!е4$ гпоблег Че ион оГ {йе 
Чотпази ЛМ. 

ТНЕОВЕМ 3. Те аотат Мдлат Ие сотрех рапе 1$ Ше зе д] 
Розе }, рог фисЬ А 18 гергезста Че пт е рогт 


И, 
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®йете П апа ТУ ате Ипеаг орегагог$ ий зйе рторегвез: 

а) ЕО роззеззез айе тоегзе, 

Ь) У & сотр еейу сопиптиой$ (ог ппие-Итепяюпай), 

с) (У =0 (т УИ =0). 

Тье гад1аз тд 0{ Те 1агоезф с1гс]е УВ 41е сегйге а% 3Ъе пи ро1пь 
о{ 41е ^-р1апе \№аф 13 сошаше № Мл (ог ш Фд) *Ш Ье саПед 4№е 
ЕРгеапВо] м гад1из 071 $Ъе орегафог А. 

1 $4 ме ргоуе 

ТНЕОВЕМ 4. Те Ргеайойт таай гл апа гл 9} айв оретаогз А 
апа А” ате соппешед 6у 1е т4апоп 


ГА —= (гА)". 


Егош 413 1Веогеш {оПом Ве согоПагез: 

Сого1]агу 1. Г] {юг 1е орегаог А ав иетще4 оретаог А” 4$ сот- 
р аейу сопйпиоиз, Фйеп гд= оо. 

'ТЬ1з 18 опе оЁ оцг еагПег гезаз (°). 

Сого 1 ]агу 2. 1} }ог 1е Ппеаг орегаог А Фйеге вл ап Ищевег п 
апа а сотраейу сопйпиоиз Пптеаг орегаёот У зисй ай 


еп гл > 1. 
'Тьеге агефЪе гезаз оБ{ашей Бу К. Уоз1а (’). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТТЕТ!М ОЕ ГАСАОЕМ1Е РЕЗ $СТЕМСЕЗ ОЕ 170855 


Серия математическая 4 (1943), 167—184 Земе та1{нётаНаие 


А. Я. ХИНЧИН 
ОБ ЭРГОДИЧЕСКОЙ ПРОБЛЕМЕ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ 


Обычная для классической механики постановка эргодической про- 
блемы, стремящаяся показать достаточно плотное заполнение «поверх- 
ности постоянной энергии» отдельными траекториями, в квантовой меха- 
нике уже из априорных соображений не может иметь успеха. Напротив, 
более элементарный метод, базирующийся на малой колеблемости важ- 
нейших физических величин, характеризующих состояние молекулярной 
системы при данном значении суммарной энергии, может быть проведен 
в квантовой механике с таким же успехом, как в классической. В статье 
этот метод проводится в деталях для схемы Максвелла-Больцманна. 


$ 1. Постановка задачи 


Под именем эргодической проблемы в статистической механике обычно 
понимают задачу теоретического обоснования замены временных сред- 
них различных физически важных функций состояния системы их сред- 
ними значениями, взятыми по фазовому пространству или надлежаще 
выбранной его части. Хорошо известно, что только достаточная прин- 
ципиальная обоснованность этой замены может дать методам статисти- 
ческой механики теорезическое оправдание. Всякое предложение, утвер- 
ждающее правомерность такой замены при тех или других специальных 
условиях, называют эргодической теоремой, если оно доказывается, 
и эргодической (иногда квази- или псевдоэргодической) гипотезой, если 
оно вводится в качестве предположения. 

В классической механике положение эргодической проблемы в насто- 
ящее время может считаться более или менее выясненным. Правда, отно- 
сительно необходимой природы эргодических теорем и даже самой по- 
становки задачи имеется несколько резко контрастирующих между собою 
воззрений; однако воззрения эти выявлены и формулированы с почти 
исчерпывающей точностью, и на каждом из предложенных путей исследо- 
вания наука продвинулась в основном до предела, полагаемого со- 
временными средствами математического анализа. Такому уяснению логи- 
ческой ситуации в значительной мере способствовали открытая в 1931 г. 
эргодическая теорема Биркхоффа и ряд вызванных ею работ по общей 
динамике. 

С переходом к квантовой механике положение, однако, очень суще- 
ственным образом меняется. Основную роль в этом изменении ситуации 
играют, повидимому, три следующих новых момента: 1) В квантовой 
механике, в отличие от классической, наиболее точное описание состо- 
яния системы дают нам, вообще говоря, не определенные значения свя- 
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занных с нею физических величин, а лишь законы распределения их. 
2) В состояниях с точно заданным значением энергии изолированная 
система, согласно законам квантовой механики, не претерпевает ника- 
ких изменений; это находит себе выражение в том, что законы распреде- 
ления всех связанных с такой системой величин остаются неизменными 
во времени. 3) В квантовой механике наряду с так называемой стати- 
стикой Максвелла-Больцманна (М.-В.) не меньшую роль играют «новые 
статистики»: Бозе-Эйнштейна (В.-Е.) и Ферми-Дирака (Е.-О.), требую- 
щие новых методов расчета и не имеющих себе аналогов в классической 
механике *. 

С точки эрения статистической механики момент 1) вызывает лишь 
некоторое усложнение методов расчета более технического, чем принци- 
пиального значения. Напротив, моменты 2) и 3) знаменуют собою ради- 
кальное изменение всей постановки эргодической проблемы. На этом мы 
должны здесь остановиться несколько подробнее. 

Что касается момента 3), то, как известно, переход к «новым стати- 
стикам» связан с существенной редукцией того многообразия в простран- 
стве возможных состояний системы, по которому производится осредне- 
ние. Элементами этого пространства служат члены некоторой полной 
нормированной ортогональной системы собственных функций (элементов 
гильбертова пространства) и их линейные комбинации. При точно фи- 
ксированном значении @ энергии данной системы в статистике М.-В. 
допускаются и признаются равноправными все собственные функции 
оператора энергии, принадлежащие к собственному значению ©. В стати- 
стике В.-Е. мы ограничиваемся рассмотрением симметрических, а в стати- 
стике К.-О. антисимметрических, относительно любой пары частиц, соб- 
ственных функций, тем самым существенно редуцируя многообразие, по 
элементам которого должно производиться осреднение. Эта редукция 
вполне аналогична той, к которой мы приходим в классической меха- 
нике, когда кроме интеграла энергии нам приходится учитывать фи- 
ксированное значение еще какого-нибудь интеграла движения (например, 
одной из компонент вектора количества движения); различие состоит 
лишь в том, что по своей геометрической картине редукция к симметри- 
ческим или антисимметрическим функциям в квантовой механике 
несравненно сложнее упомянутых редукций классической механики, 
что, естественно, вызывает соответствующее значительное усложнение 
математического исследования, а также существенное отличие результатов 
этого исследования от того, что дает схема М.-В. 

По поводу момента 2), существенное значение которого как одной 
из важнейших черт, отличающих квантовую механику от классической, 
как нам кажется, обычно недостаточно подчеркивается, заметим прежде 
всего, что он непосредственно вытекает из уравнения Шредингера, 
определяющего эволюцию данной системы во времени. В самом деле, 


* Мы не упоминаем здесь об изменениях, вытекающих из того факта, что в кван- 
товой механике, в отличие от классической, мы часто имеем дело с дискретной стати- 
стикой вместо непрерывной; эти изменения касаются в основном лишь формального 
аппарата и не затрагивают существа дела. 
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согласно этому уравнению система, находившаяся в начальный момент 
в состоянии оз в котором ее энергия имеет точное значение ©, 
в момент ф будет находиться в состоянии 


где й— постоянная Планка. Если 9% — физическая величина, харак- 
теризуемая эрмитовским оператором А, и если вообще (ф, $) означает 
‚ скалярное произведение векторов ф и ф гильбертова пространства, то 
математическое ожидание величины 9[ в состоянии , равно, как известно, 


1 а = т 
(Аб д = (ебет) ев" А, ев) = 
а р 
вм е 8 (А. фо) = (Аф., фо), 


т. е. равно математическому ожиданию той же величины в начальном 
состоянии {ф,, и, следовательно, не меняется с течением времени. Таким 
образом вся статистика состояния {, остается неизменной, т. е. неиз- 
менным остается с точки зрения квантовой механики само это состояние. 

С точки зрения классической механики этот факт является пара- 
доксальным. Рассмотрим, например, движение материальной частицы 
по прямой линии в отсутствии действующих сил. При точно фикси- 
рованной энергии скорость частицы будет точно фиксированной. 
Если эта скорость отлична от нуля, то частица непрерывно меняет 
положение, и с точки зрения классической механики абецисса ее 
непрерывно изменяется. Но с. точки зрения квантовой механики 
точно фиксированная скорость исключает возможность точной фиксации 
абсциссы; для последней мы имеем лишь вероятностный закон распреде- 
ления, и притом, если скорость фиксирована точно, этот закон есть 
закон равномерного распределения вдоль всей бесконечной прямой, и 
действительно с течением времени остается неизменным; разумеется, 
положение немедленно и радикальным образом меняется, если мы 
допустим в опрёделении энергии (и скорости) хотя бы небольшую 
дисперсию. 

Для эргодической проблемы рассматриваемый нами факт имеет 
основоположное значение. В классической механике система, энергия 
которой точно фиксирована, описывает в своей эволюции в фазовом 
пространстве некоторую траекторию, принадлежащую определенной 
поверхности » постоянной энергии. На этом своем пути система 
проходит через различные области поверхности Х, в которых связанные 
с данной системой физические величины имеют, вообще говоря, весьма 
различные значения. Эргодическая теория стремится показать, что 
временная средняя какой-либо физической величины вдоль такой 
траектории, вообще говоря, не может быть сильно отлична от ее 
среднего значения, взятого по всей данной поверхности постоянной 
энергии. Обычно представляют себе дело так, что траектория, как 
правило, густо покрывает собою всю эту поверхность, заполняет ее 
всюду плотно, вследствие чего временные средние вдоль траектории 
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и становятся близкими к фазовым средним, взятым по всей поверх- 
ности, 

’Мы видим, насколько иначе обстоит дело в квантовой механике. 
Здесь траектория охватывает собою лишь такие точки простран- 
ства состояний, которые физически ничем не отличаются от исход- 
ной точки: В другие области «поверхности» постоянной энергии, 
где физические ` величины имеют другие законы распределения, она 
вообще не заходит. Отсюда ясно, что ни о какой «эргодичности» 
в смысле классической механики здесь не может быть и речи. Вре- 
менные средние данной физической величины (конечно, о «временных 
средних» здесь стоит говорить лишь ради сохранения аналогии, на 
самом деле ничего во времени не меняется) будут, вообще говоря, 
весьма различны для различных траекторий и не будут иметь ничего 
общего с «микроканоническими» (т. е. взятыми по всей «поверхности») 
осреднениями. 

Все эти факты в той или иной степени уже давно известны, и мы 
знаем целый ряд попыток выхода из создающегося таким образом 
затруднения. Чаще всего стараются преодолеть эти трудности, допуская, 
что энергия системы определена не с полною точностью, а лишь в 
пределах некоторого малого интервала (©, © -АФ). В классической 
механике такая замена произвела бы впечатление неуклюжей тривиаль- 
ности, ибо ясно, что речь шла бы лишь 0б изменении математического 
языка, внешности изложения, при незатронутой сущности. Но в кванто- 
вой механике эта замена имеет большое принципиальное значение, 
так как, сколь бы мало ни было Аф, в новой постановке задачи соетоя- 
ние системы (ее статистика) будет уже меняться с течением времени: 
Но ‘даже независимо от того, что такая замена с обычной ссылкой 
на «неизбежную неточность наших измерений» очень неприятна в 
идейном отношении, заставляя объективное ‘явление носить на себе 
печать несовершенства наших исследовательских методов * ,—даже 
независимо от этого,‘ такая замена, как показывает простой расчет, 
не приводит к желаемой цели, ибо, хотя при этом состояние системы 
начинает претерпевать реальные физические изменения, каждая траек- 
тория все же не может выйти из некоторой весьма узкой области 
«поверхности» постоянной энергии, вследствие чего средние значения 
физических величин, взятые вдоль такой траектории, резко отличаются, 
вообще говоря, от микроканонических средних (Шредингер, И. Ней- 
манн). 

Можно, следуя И. Нейманну('), итти дальше и принципиально заме- 
нить точное измерение всех физических величин приближенным («макро- 
скопическим») их измерением. И. Нейманну удалось действительно по- 
строить математическую теорию таких приближенных измерений и в ее 
обстановке доказать ряд предложений, имеющих целью но меньшей мере 


* Релятивистская квантовая механика может, правда, в этом 
на вполне объективную позицию, указав, что точное значение энергии системы 
объективно связано с полной неопределенностью того момента времени, к’которому 


мы это значение относим, что должно вызвать очевидные и трудно преодолимые 
усложнения. 


пункте стать 
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сделать правдоподобным положительное решение эргодической проблемы. 
Однако, не говоря уже о совершенно своеобразном понимании И. Ней- 
манном самой этой проблемы, весь этот путь, разумеется, вызывает 
указанные нами выше сомнения идейного порядка в еще гораздо 
большей степени, чем простая замена точного значения энергии 
интервалом (©, ФАО). 

Существуют между тем некоторые вполне элементарные соображе- 
ния, в основе своей известные уже основоположникам физической ста- 
тистики и позволяющие‘ теоретически обосновать методы статистиче- 
ской механики без специфических эргодических теорем или гипотез, 
точнее говоря, без исследования расположения отдельных траекторий 
системы на соответствующей поверхности постоянной энергии. В оскове 
этих соображений лежит следующая простая и естественная идея. 
Исследование характера отдельных траекторий становится действи- 
тельно необходимым, если мы хотим обосновать законность замены осфред- 
нений вдоль траектории осреднениями по более широким многообра- 
зиям для любой функции состояния системы; для ряда вопросов общей 
динамики столь широкая постановка задачи может действительно ока- 
заться желательной; однако для специальных целей физической стати- 
стики мы можем ограничить наши исследования функциями, наиболее 
употребительными в этой области, если такое ограничение окажется 
способным облегчить и упростить само исследование. Давно и хоро- 
шо известно, что значительное большинство важнейших для физической 
статистики функций состояния системы имеет некоторую специфи- 
ческую черту: такая функция, как правило, на каждой поверхности 
постоянной энергии принимает значения, которые всюду, за исключе- 
нием множества весьма малой меры, близки к некоторому постоянному 
для данной поверхности числу. Без всяких вычислений ясно, что для 
такой функции «эргодичность» легко может быть обоснована: средние 
значения вдоль большинства траекторий будут близки к микроканони- 
‚ческому (т. е. взятому по всей поверхности постоянной энергии) сред- 
нему. Этот особый характер основных физических функций имеет своей 
причиной тот факт, что в условиях, когда мы можем пренебречь в пер- 
вом приближении взаимодействием между составляющими данную си- 
стему элементарными частицами, такая функция является, как правило, 
суммой физических величин, каждая из которых зависит от состояния 
только какой-нибудь одной из этих частиц (такие функции мы в даль- 
нейшем будем называть `«сумматорными»); так как число составляю- 
щих данную систему элементарных частиц бывает, как правило, весьма 
велико, и состояния этих частиц связаны между собою лишь весьма 
слабой стохастической зависимостью (сводящейся к требованию, чтобы 
точка, описывающая состояние системы, принадлежала данной поверх- 
ности постоянной энергии или другому достаточно широкому мно- 
гообразию), то при исследовании закона распределения такой сумма- 
торной функции на данном многообразии вступает в силу закон больших 
чисел, который и делает исследуемую функцию «почти постоянной» на 
данном многообразии. Математическая теория имеет, конечно, своей 
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целью подвести возможно точную количественную базу под эти чисто 
качественные соображения. 

Для нашей цели весьма интересен тот факт, что все только что при- 
веденные соображения имеют силу в одинаковой степени как для клас- 
сической, так и для квантовой механики, что создает возможность_удо- 
влетворительного теоретического обоснования методов статистической 
механики в области квантовой физики. Настоящая работа имеет целью 
наметить необходимые для этого рассуждения и расчеты для случая 
схемы Максвелла-Больцманна. В дальнейшем мы предполагаем прове- 
сти аналогичные рассмотрения и для «новых статистик». 


8 2. Редукция к микроканонической корреляции 


Если, как мы предполагаем, в начальный момент времени измере- 
ние дало для величины энергии изучаемой системы точное значение @, 
то система в этот момент находится в состоянии, характеризуемом 
одной из собственных функций оператора энергии, принадлежащих 
к собственному значению @. Это собственное значение в случае системы, 
состоящей из большого числа частиц (а мы в дальнейшем всегда будем 
иметь дело только с такими системами), будет весьма многократно вы- 
рожденным, так что к нему будет принадлежать линейное замкнутое 
многообразие $]}{ собственных функций весьма большого (хотя и конечного, 
как правило) числа измерений $. Пусть 0,,П0.,...,И.— полная нор- 
мированная ортогональная система (в данный момент произвольная) 
элементов этого многообразия. Тогда многообразие $} есть совокупность 
собственных функций вида 


где 7,,71., ...,/;, комплексные числа, связанные соотношением 


= (1) 
В=1 


Это многообразие 3 служит, очевидно, для квантовой механики ана- 
логом «поверхности» постоянной энергии. Математически оно, разу- 
меется, равноправно с комплексной сферой (1) в комплексном евкли- 
довом пространстве $ измерений. Для последующих осреднений по 
многообразию 3} мы вводим на этом многообразии [или, что то же, на 
сфере (1)] простейшую «натуральную» метрику: элемент объема в про- 
странстве модулей |у,|, |у,|,...,|7.| принимаем пропорциональным 
величине соответствующей «площадки» вещественной сферы, [точнее, 
сферического сектора |у„|>0, 1<А<3 (1), а фазы предполагаем 
равномерно распределенными, независимо друг от друга и от модулей, 
в отрезке (0, 2ж). Нормировку выбираем наиболее естественную ‘для 
вероятностных расчетов, полагая равной единице меру всей комплекс- 
ной сферы (1). Если обозначить через 4, элемент объема комплексной 
сферы (1) в только что определенной натуральной метрике, то микро- 
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каноническим средним любой функции }(0) состояния системы по 
определению будет величина 


74 =\ 1 (Ушл) 40, 
В=1 


где интеграл должен быть раснространен на всю сферу (1). Легко 
показать, что эта величина равна 


«| = 


о (2) 
Е=1 


Это, с одной стороны, доказывает независимость средних значений 
физических функций от выбранной ортогональной‘ системы, а с дру- 
гой, — дает нам возможность при всех расчетах с микроканоническимиы 
средними обойтись без интеграций, пользуясь только конечными сум- 
мами вида (2). 

Пусть теперь % — любая связанная с данной системой физическая 
величина и А — соответетвующий ей эрмитовский оператор. Жак из- 
вестно, математическое ожидание Ец (5) величины 9% в состоянии И 
равно скалярному произведению (АЙ, (И). В силу сделанного выше 
общего замечания микроканоническое среднее этих математических 
ожиданий равно 

$ 


Л 
= = — (АО, Я 


‚ В=1 
Обозначим через Р„(П0) вероятность неравенства 
|1 —<| > еп 


в состоянии П, причем п — число составляющих данную систему эле- 
ментарных частиц, а = — произвольное положительное число, и через 
М.— множество тех элементов 0 многообразия 3}, для которых 
ВЕ 

пуеть, наконец, тМ означает меру множества М элементов многообра- 
зия } в принятом нами натуральном мероопределении. Очевидно, мы 
имеем 

\ р (6) 40 > «тМм., 

эт 
откуда 

1 
тм. \ Р, (0) ао; 


9 


| 


а так как в силу неравенства Чебышева 
Л 
у (И) = аа 0 (9 —<), 
то 
: $ 
ое, 


9 в=1 


О \ Еб (%— <)*40 = 


1 
5% 
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причем последнее равенство будет частным случаем общей формулы (2) 
для микроканонических средних. Поэтому, если нам удастся показать, 
что-при постоянном е и неограниченно возрастающем п 


ри= + У ((А—а]* 0, бь) = 0 (п), (3) 
о 


то тем самым будет показано, что мера множества М. становится при 
достаточно большом числе элементарных частиц как угодно малой; 
это же означает, что для подавляющего большинства состояний (, 
принадлежащих многообразию 5}, мы можем с вероятностью, превос- 
холящей 1—е, ожидать выполнения неравенства 


Г — «| < еп. 


Для сумматорных функций 9 микроканоническое среднее « будет 
величиной порядка п; таким образом полученный результат показывает, 
ввиду произвольной малости г, что для подавляющего большинства 
элементов многообразия 5} значение величины % с подавляющей веро- 
ятностью отличается от своего микроканонического среднего х лишь 
на величину, как угодно малую в сравнении с самим этим средним. 

Но это и есть то, чего в этой элементарной постановке задачи мы 
старались достигнуть. В отличие от точной эргодической теории 
мы здесь не стремимся (и не имеем возможности) показать, что состоя- 
ния наблюдаемых нами в действительности систем одинаково часто 
будут принадлежать двум любым областям многообразия 53}, имеющим 
одинаковую меру (равномерное распределение). Напротив, при нашей 
постановке задачи нисколько не мешало бы требуемому выводу, если 
бы реальный закон распределения встречаемых в природе систем был 
отличен от равномерного, и даже если бы он был различным в раз- 
личных условиях. Важно лишь, чтобы он был абсолютно непрерыв- 
ным, т. е. чтобы,была малой вероятность (статистически — относитель- 
ная частота). попадания состояния системы на данное множество ма- 
лой меры. В остальном эта статистика может быть совершенно произ- 
вольной, — во всех случаях мы будем получать для величины 9% с по- 
давляющей относительной частотой значения, близкие к ее микрока- 
ноническому среднему @, что и решает в положительном смысле эрго- 
дическую проблему. 

Таким образом, в этой элементарной постановке задача сводится 
к доказательству соотношения (3). Для целей дальнейшего заметим 
еще, что весь развитый нами до сих пор формальный аппарат в оди- 
наковой мере применим к трем важнейшим для квантовой физики 
статистическим схемам М.-В., В.-Е. и Е.-О. С другой стороны, мы не де- 
лали до сих пор никаких предположений относительно величины %, 
в частности не постулировали ее сумматорного характера. 

Допустим теперь, что изучаемая нами система С состоит из боль- 
шого числа П элементарных частиц 81,...,8„, взаимным потенциалом 
которых мы можем пренеберечь, так что энергия @ системы С есть 
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сумма энергий в; составляющих ее частиц в; (1=< =п). Пусть, 
кроме того, величина 3[, как это имеет место для и физи- 
ческих величин статистической механики, представляется в виде суммы 


= У Т:, 
1=1 


где величина %; зависит только от состояния частицы тео) 
если А;—эрмитовский оператор, соответствующий величине т и; — 
математическое ожидание этой величины в состоянии (,, то 


А = У! 41, 


1=1 


эн: = (А.О, О»), 
Полагая 


(микроканоническое среднее математического ожидания величины %;), 
мы имеем 


Для левой части соотношения (3) мы, таким. образом, находим вырл- 
жение 


2% = (> [8 6 и. )= 


в =1 = 


5 п 
= У У (А, — ай Оь, О) + УЦ я 
К=11=1 К=1 1557 
Так как первое слагаемое правой части при безгранично возрастаю- 
щем п есть бесконечно большая величина порядка не выше п, то соотнсше- 
ние (3) будет доказано, если нам удастся показать, что при п—> со 
равномерно относительно &, / (1 <#=<п, 1</<1,1=]) 


5 
ТУ (Аг [Аа] бь, Ик) =0(1. (4) 
Е=1 
В случае схемы Максвелла-Больцманна, которой мы исключительно 
будем заниматься в дальнейшем, система собственных функций 
О, (1<=& <) может, как известно, быть выбрана в виде 


Е (5) 
У 
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где и, — собственная функция оператора энергии частицы &,, принзд- 
лежащая к некоторому собственному значению се», этого оператора; 
при этом для получения всёй системы функций И» мы должны заставить 
каждую функцию и,‚, пробегать некоторую полную нормированную 
ортогональную систему таких собственных функций, комбинируя между 
собою эти функции всевозможными способами, лишь бы для каждой 
комбинации осуществлялось соотношение 


Так как оператор А; —%; действует лишь на функцию и»;, все же 
другие множители произведения (5) относительно него играют роль 
постоянных (именно это и есть формальное выражение нашего допуще- 
ния, что величина 9%: зависит только от состояния частицы 8:), то мы 
имеем 


(А: —ч:) Ок ЕЕ (А: — 91) икь 


и далее 


Ок == (2; —9:) вт (А;— в,;) Ику- 


ие к 


(А: —а;) (А)—)Иьк= 
Отсюда следует, что 
([4;:—с[А;— < Оь, Ч») = 
[9 * 
Г [4;: =— в; | Ив: а, —= °.;] ик; , ее иншл; ) == 


ух = “ ивик) __ (1 о ЗЬЬ и) (1, = ет шы;) — -й 
=1. ([4:—=] 9%, О») ([А;— Л Оъь, Ч») = (вв: — 9) (вв; — в), 


так что соотношение (4), которое .нам надлежит доказать, приводится 
к виду 


$ У@ы-— в) (вы-—а) =0 (1). (6) 
Е=1 

В этом виде функции 9%; как случайные величины полностью эли- 
минированы, вместо них мы имеем дело с их математическими ожи- 
даниями @р;, т. е. величинами, принимающими уже совершенно опре- 
деленные значения в каждом состоянии системы. Таким образом здесь 
создалась уже ситуация, принципиально ничем не отличающаяся от того, 
что мы имеем в классической механике. Левая часть соотношения (6), 

которая может быть, очевидно, записана и в виде 


с | > 


$ 
№ Як, — 0%), 
®=1 


* Вообще, если и; и ©, — функции, относящиеся к двум различным системам, то 
(ша, и.о) = (ил, из) (21, %%). 


Проще всего в этом убедиться, давая элементам и; и Ф, функциональную интер- 
претацию и выражая скалярные произведения в виде интегралов. 
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с точностью до не имеющего здесь никакого значения множителя, пред- 
ставляет собою микроканонический коэффициент корреляции величик 
@в: и ав, нашей целью является показать, что при п-> со этот коэф- 
фициент стремится к нулю равномерно относительно # и 7 (1<#=< и, 
1 <7=< п, ==7); более того, мы попытаемся найти для этого коэф- 
фициента простое асимптотическое выражение и тем самым, в частности, 
определить порядок его малости. 


$ 3. Метод расчета для схемы Макевелла-Больцманна, 


1°. Структурные функции и сопряженные законы распределения 

Условимся называть структурной функцией 9 (х) данной физической 
системы число линейно независимых собственных функций ее оператора 
энергии, принадлежащих к собственному значению х этого оператора. 
Мы допустим, что данная система имеет чистый точечный энергети- 
ческий спектр, так что функция О (1) принимает отличные от нуля 
(и притом конечные) значения‘лишь для дискретного ряда значений 
х, которые мы можем считать неотрицательными, выбирая надлежащим 
образом произвольную постоянную в выражении потенциальной энергии. 
В обозначениях предыдущего параграфа мы имеем 


° (6) =. 
Обозначим через %;(5) структурную функцию частицы 8; и через ©; (5) 
и 9;,(5) соответетвенно структурные функции систем С — 1 иС —8;:—8.. 
Легко убедиться, что 


© (2) = У 9: (2—9): (у) = 9; (1—2) 0; (2) = 


= У 9, (#—у—2) в, (у) 0, (2), (7) 


у, 


9; (2) = УХ (2—2) 0; 


2 


] 
(=), | 
\\ 
{ 
9; (2) = У, 9; (5—9): (9). | 
у й 
Условимся, далее, называть ведущей функцией системы С величину 


Ф (>) = В 69 91 (22) 
х 
причем ряд в правой части мы допустим сходящимея для вссх #>0 
(что в действительности имеет место для всех изучаемых в физике 
систем). Есл:: Г О (2) = | <, то при любом а >0 


е4® Ф’() —> © (х->0); 
так как, далее, 


(ал (и 
са Ф (а) =е*“Уе (=). 9 (2) = 
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то, обозначая через х, наименьшее возможное значение энергии данной 
системы, так что 9 (х,) > 0, мы будем иметь при а > 2х, 
е4“ Ф (а) —><о и при а->о. 
С другой стороны, логарифм функции е*.Ф (%) при любом а > 0 будет кон- 
вексной функцией от 9, в чем легко убедиться двукратным дифференциро- 
ванием и применением неравенства Шварца. Отсюда следует, что уравнение 
415 (еа®Ф (а р 
о = + т 
имеет единственный положительный корень при а > 24.. Выбирая для а 
значение & полной энергии данной системы, бони этот единствен- 
ный корень через $, так что 
Ф’ 
е +9 =0. (9) 
Пусть далее Ф, (я), Ф;, (а), $:(2) означают соответственно ведущие 
функции систем С — 8, С—в;— в,» 8 Положим 


т те-850 (2) = (2), 


`з Ф(®) 
ва), 
В ее) == И.) 
ву ева (=) = и: (2), 


причем значение параметра $ во всех этих формулах одно и то же, 
определяемое уравнением (9). Так как очевидно 


У И’ (а= 


то И’ (5) представляет собою некоторый (в наших предположениях 
дискретный) закон распределения, который мы будем называть сопря- 
женным законом системы С. Подобным же образом И’; (2), И’,; (1) 
и 9; (5) соответственно являются сопряженными законами систем С — с, 
Си ив 

Структурные функции обратно выражаются через сопряженные за- 
коны посредством формулы 

Э (4) =Ф ($3) е* И’ (1) (10) 
и аналогичных ей для 9; (5), 9;,(х) и (х). 

Из законов композиции (7), (8) структурных функций непосредственно 
вытекают правила композиции соответствующих сопряженных законов 
на основании формул типа (10); в самом деле, мы имеем, например, 
е-%х 
а 


Й7 (2) = 8 (1) = 


) 8; (у) = 


0 ых Ф. ‚@)ене- ФУ, (2 — 9) 9: (8) ен (у)= 


= м И, (х —9) и: (9), 
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‚так как 

Ф(3) = Ф: (3) 9: (8) 
в силу известного вытекающего из (7) правила композиции преобразо- 
ваний Лапласа. 

Таким образом сопряженные законы подчиняются правилу ком- 
позиции законов распределения взаимно независимых случайных вели- 
чин; этот факт может служить отправной точкой для редукции вывода 
асимптотических формул статистической механики к предельным тео- 
ремам теории вероятностей, что мы сделаем в основных чертах в пункте 3° 
настоящего параграфа. 

В частности, мм имеем 


0-3 { Па) | вы (#— Ув) 
х; =1 1=1 


где суммирование распространяется на все возможные значения вели- 
чин х:. 


2°. Точные формулы 


Пусть фи(г=1, 2,...)— некоторая полная нормированная ортого- 
нальная система собственных функций оператора энергии частицы 8:. 
Очевидно, функции и»:;, которыми мы пользовались в $ 2, могут быть 
выбраны так, чтобы каждая из них совпадала с одной из функций ф;„, при 
этом, конечно, для данных г и # мы, вообще говоря, будем иметь 
и: =» при весьма многих значениях Ё; нам важно тенерь установить, 
сколько именно будет таких значений. 

Пусть собственная функция %;. принадлежит к собственному значе- 
нию =„ оператора энергии частицы &; (среди чисел гв. (г=1,2,...) могут 
быть, разумеется, и равные между собою). Тогда всякая функция О, 
рассматривавшегося нами в $ 2 типа, принадлежащая к собственному 
значению © и для которой ин: =Фи, может, очевидно, быть предста- 
лена в виде 

И, = ФО ьь (11) 
где И»; — собственная функция оператора энергии системы С — в;, при- 
надлежащая к собственному значению @—еь; и обратно, если Ик; — 
такая функция, равенство (44) дает нам одну из функций ортогональ- 
ной системы, которую мы рассматривали в $ 2. Таким образом число 
функций О», для которых и: =», равно числу (линейно независимых) 
собственных функций оператора энергии системы Ср— вв, принад- 
лежащих к собственному значению @—е:., т. е. равно 9; (ф — ев). 

Подобным же образом, число функций И,, для которых ил; =фь, 
и =л, равно 9; (< — вк — ел). 

Обозначим теперь через Х„ математическое ожидание величины У; 
в состоянии, характеризуемом собственной функцией ф‚, т. е. положим 


№ = (Афь, фь). 


Тогда, очевидно, жк: =^» для всякого А, для которого ив: = фи, Ям; = 
—=^»^л для всякого К, для которого Ил: = Фи", и; =Фя, атак как число 
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этих последних # равно, как мы только что выяснили, Эк ($ —:„— ея), 
то 


$ 
зу @ 1; = => № Лилии (© —=и— ея). 
В=1 И 
Аналогично мы находим 


1х 1 
= = №96 — зи), 
Е=1 Ав 


м 1 
=; Уж УХ №9, (6 — =). 
®=1 + 


Замечая еще, что 3з=9 (4), мы, таким образом, находим 


$ 


1 
Е м Ау — ба 
&=1 


Е х №л {9 (©) 95 (© — и — ел) —9:(< —:в)9 ($ —:л}}; 


в силу же формул (7) и (8) это равно 


1 
экв) У № Хо (у) 9 (2) (@(6—у—12) 8, (6-е), 
ВР Чех 
—; (© —:#—2) 9 (ф—ви—У)}. 
Наконец, переход от структурных функций к сопряженным законам 
распределения дает в силу общей формулы (10) 


в 
1 
== р Чу — ба“; —= 
_ в=1 
1 
ур ^^ я У 9 (вез, (у) $7 (8) ею; (2) х 


— Ф? (3) е’& уз (©) = 


х ев чья (© =. И: (© — Уи) 
Фз; ($) её -и-т-чт-ви) И; (© — в — 2) И (ф—У— ея} = 
—9(> т +376) 


= ® У Аи^ туза № (у): (=) Х 


хи. (= ги — вл) Ив (© — ие 
ИТ (@ =") И’ь (Фу (12) 
Таково окончательное, удобное для наших целей выражение той 
величины, порядок малости которой при п->со мы хотим оценить. 


3°. Основы метода асимптотической оценки. 


Теперь мы кратко наметим путь, ведущий к получению асимптоти- 
ческой оценки выражения (12). Метод наш состоит в том, чтобы приме- 
нить к оценке значений функции И’; (5х) «центральную предельную 
теорему» теории вероятностей. Как мы уже знаем, И’;; (1) есть закон 
распределения суммы п—2, т. е. очень большого числа случайных 
величин. Каждая из этих случайных величин связана с одной из частиц 
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нашей системы; поэтому в актуальных физических ситуациях эти слу- 
чайные величины либо все имеют один и тот же закон распределения 
(однородное вещество), либо (в случае смеси) среди этих законов 
имеется лишь небольшое число (обычно 2—3) различных между собою; 
во всяком случае, мы имеем полное основание полагать, что важней- 
шие статистические характеристики этих п— 2 случайных величин — 
их средние значения и дисперсии — являются величинами примерно 
одного и того же порядка, а этого достаточно, чтобы иметь основание 
считать закон распределения суммы таких случайных величин близким 
к закону Гаусса: 


1 Ее 
Пе 8., (13) 
УВ 
где А — математическое ожидание и В — дисперсия закона И’;, (5); мы 


не будем исследовать здесь ни дальнейших, более сложных условий 
справедливости этого приближенного равенства (связанных с арифме- 
тической {природой законов распределения отдельных слагаемых), ни 
оценки связанной с этим равенством погрешности, откладывая все это 
до другого случая и стремясь ограничиться здесь принципиальной сто- 
роной дела; заметим только, что в обычных физических условиях 
(весьма большое число частиц одинаковой или немногих различных. 
между собою структур) приближенное соотношение (13) для значений х, 
близких к А, имеет место с чрезвычайно большой точностью. 
Заметим еще, что по определению закона И’;; (5) мы имеем 
ЛХ 


— 950) 2 ^^ ®) = — 5,0 


подобным же образом, для математического ожидания а; закона %: (т) 
мы находим выражение 


ф; (9) 
ет еее) = (5) 


но 
Ф (3) =Ф,, (3): (8) $3), 


откуда логарифмическим дифференцированием получаем 


и Пи 
$ ФТТ? 


в силу (14), (15) и (9) это дает 
А=ф-—а;—а.. (16) 


Что касается величины В, то здесь мы заметим только, что, будучи 
суммою дисперсий п—2 взаимно независимых и примерно однотипно 
распределенных случайных величин, она необходимо является бесконечно 
большой порядка п (в случае однородного вещества она прямо про- 
порциональна ®— 2). 
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Наконец, заметим, что в силу формул (13) и (16) мы имеем также 
с хорошим, вообще говоря, приближением: 


И (6) = У, м, (9) ; (2) И (6 -у—2) > 


у,2 
7 ЕО РИ, 
=: (4) (уе 
у? 
1 1 
ув (у) % (2) У?=В ( ) 


мы здесь в порядке приближения заменили единицей показательный 
множитель, так как при не слишком больших у и 2 [именно, при у 
и=о(УИп)] он почти не отличается от единицы, в то время как 
члены суммы, в которых у или = велико, исчезающе малы благодаря 
присутствию множителя чу; (у) %, (2). 
С помощью формул (13) и (17) правая часть равенства (42) приво- 
дятея к виду 
точ е 


вузе) ФИ Х 


ет [Си-+=—@: а? - О рае 


—е -з аа. ГЕ 
—8ер 6; 1) 
ее й о (3) 5 У 9) ®; (2) Х 
1,5 
Ета а; — ‘а; — (вые ага) 
+ (#„-=— а, —а;) + (уе —а,—а;)*} = 
1 а {тер 
г > а ау) 9) (8х 
х {—2(у—а) (фа) —2 (ва) (виа) + 
+ 2(2—а;) (+. —а)-+2(у—а:) (®и—а);)} = 
й ее 
= Ума Фе. 
т 
Замечая теперь, что 


У уж: (у)=а, У 2% (а) =а, 
у 


Ху) = Х #2) =1, 


мы приводим полученное выражение к виду 


МН 


—— вх Льи (п — а:) (27 а а;) 9 (8) 97) — 


-3 


ет -= > Хв (и — р - О ох Хи (зи — @;) О . 
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Положим 
ее : 
Хед дау = == м. 


Наш результат сводится тогда к тому, что при п-—> со величина, 
{12), т. е. 


$ 
1 
к х Чак — 6%, 
в=1 
асимптотически равна 


2. (18) 


Можно было бы показать, что р; есть приближенное выражение микро- 
канонического коэффициента корреляции величин \:;, и е;, (относящихся 
к одной и той же молекуле). Однако в данный момент это для нас роли 
не играет; важно лишь то, что числители выражений (18) для раз- 
личных #1, ] являются величинами одинакового порядка (в случае 
однородного вещества они просто все одинаковы). Мы видим, таким 
образом, что величина (12), к оценке которой мы свели нашу проблему, 
в физически актуальных случаях есть бесконечно малая порядка п-! 
(в подавляющем большинстве реально изучаемых ситуаций она асимпто- 
тически пропорциональна п-!). Этот результат дает, очевидно, значи- 
тельно больше, чем требовало решение эргодической проблемы в принятой 
нами элементарной ее постановке. 

Разумеется, для полного обоснования полученного результата все 
расчеты следует сопровождать оценкой погрешностей. Эти оценки при- 
ходится брать довольно детальными, ибо основной движущей причиной 
той интерференции, которая обусловливает собою малость величины 
(12), является взаимное уничтожение главных членов соответствующего 
выражения. Весь вопрос состоит поэтому в том, насколько малым 
в тех или других случаях будет остаточный член при применении цен- 
тральной предельной теоремы. Разумеется, с вероятностной сторонщ во 
всех случаях все предпосылки для достаточной малости этого оста- 
точного члена всегда оказываются выполненными (как и в классической 
механике); единственное, что требует специального разбора в каждом 
отдельном случае, это — чисто арифметические черты структурных 
функций ‹;(х), обусловленные, в свою очередь, арифметической при- 
родой энергетических спектров, составляющих данную систему частиц. 

Мы должны еще напомнить, что все изложенное в $ 1 и 2 в одина- 
ковой мере относится ко всем статистическим схемам квантовой физики, 
и лишь расчетные методы для «новых статистик» должны строиться 
иначе. К этому вопросу мы еще надеемся вернуться. 

Математический институт 


им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР 14 Х 1942 
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А. Г. КУРОШ 
ИЗОМОРФИЗМЫ ПРЯМЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ 


| (П редставлено академиком 0. Ю. Шмидтом) 


В работе выясняется теоретико-структурная природа некоторых. тео- 
рем, касающихся прямых разложений групп, откуда, в частности, прямо 
следуют аналогичные теоремы для колец. 


Введение 


Вопрос об изоморфизме двух разложений группы в прямое произ- 
ведение неразложимых множителей или, общее, о существований изо- 
морфных продолжений для двух любых ирямых разложений группы 
играет в теории групп заметную роль. Общеизвестна основная теорема 
Ремака-Шмидта, утверждаюшая центральный изоморфизм двух любых 
прямых разложений с неразложимыми множителями группы, обладающей 
композиционным рядом. Эта теорема справедлива для любых операторных 
групп и остается пока самым общим результатом для групп с произволь- 
ной системой операторов. Для групи без операторов ее обобщали Курош, 
перенося на группы с обрывом убывающих нормальных цепочек, а затем 
Коржинек ('), доказавший существование центрально изоморфных про- 
должений для любых двух прямых разложений группы, если только центр 
этой группы удовлетворяет условию обрыва убывающих цепочек подгрупп. 
Теорема Коржинека справедлива и для операторных групи при условии, 
что всякая подгруппа центра допустима относительно данной системы 
операторов. В теореме Коржинека говорится о прямых разложениях с 
конечным числом множителей. Справедливость этой теоремы и для прямых 
разложений с бесконечным множеством множителей была показана Голови- 
ным (*); для этой цели он использовал, в частности, лемму о существова- 
нии общего продолжения для любых двух прямых разложений группы без 
центра. Головин доказал также, что если даны два таких прямых раз- 
ложения произвольной группы, что при каждом из них центр группы 
остается целиком в одном из прямых множителей, то эти два разложе- 
ния обладают центрально изоморфными продолжениями. Отметим, нако- 
нец, работы Фиттинга и Куроша (*) по вопросу об единственности прямого 
разложения группы и о существовании общего продолжения для двух 
данных прямых разложений. 

В теории колец роль прямых произведений групи играют двусторон- 
ние прямые суммы колец. Вопрос об изоморфизме разложений кольца 
в прямую сумму попарно аннулирующихся двусторонних идеалов не 
подвергался пока детальному изучению, вероятно, ввиду теоремы, что 


ож 
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кольцо с единицей может обладать лишь единственным двусторонним 
прямым разложением с неразложимыми слагаемыми (*). За пределами 
этой теоремы можно указать один результат Мори (°), для формулировки 
которого введем определения, необходимые и для дальнейшего. 

Элемент @ кольца ВН (не обязательно коммутативного или ассоциа- 
тивного) называется полным делителем нуля, если при любом 
х из В имсют место равенства ах = ха =0. Множество всех полных дели- 
телей нуля составляет в В двусторонний идеал, который будет обозна- 
чаться через %. Подкольца В и С кольца И называются %-изо- 
морфными, если они изоморфны и если между ними можно устано- 
вить такой изоморфизм ф, что из с=5(5), 6С В, сс С, следует 
с—6С_%. Наконец, два двусторонних прямых разложения кольца Я 
называются Х-изоморфными, если между слагаемыми этих двух 
разложений можно установить такое взаимно однозначное соответствие, 
что соответствующие слагаемые будут Ж-изоморфными подкольцами. 

В теореме Мори рассматриваются кольца, одновременно коммута- 
тивные и ассоциативные, в которых справедливо ослабленное условие 
минимальности, т.е. ‘условие, что всякая бесконечная убывающая 
цепочка идеалов содержит в пересечении лишь нуль. Для таких колец 
теорема утверждает -изоморфизм двух любых двусторонних прямых 
разложений с неразложимыми слагаемыми. 

В действительности, однако, теория двусторонних прямых разло- 
жений колец может быть продвинута так же далеко, как и теория 
прямых разложений групп: Оля всех указанных выше теоретико-группо- 
вых теорем справедливы параллельные им теоремы о двусторонних пря- 
мых разложениях колец, причем без предположений о коммутативности 
али ассоциативности умножения в этих кольцах; роль центра группы 
играет в этих теоремах идеал \, центральный изоморфизм заме- 
няется З-изоморфизмом. Доказательство этих теорем может быть достиг- 
нуто почти автоматическим перенесением доказательства соответствую- 
щих теоретико-групповых теорем. 

Этот параллелизм двух теорий не может быть случайным, и его 
корни следует искать в теории структур. Перенесение в теорию струк- 
тур теоремы Ремака-Шмидта было достигнуто Орэ ($). В $ 2—4 насто - 
ящей работы в теорию структур переносятся и другие указанные выше 
теоретико-групповые теоремы, кроме теоремы Коржинека, причем некото- 
рые из этих теорем одновременно несколько усиливаются. Отсюда в $5 
выводятся в качестве следствий соответствующие теоремы для колец. 

Определение и простейшие свойства структур будут дальше пред- 
полагаться известными [см., например, книгу Биркгофа (°) или главу 
11 книги Куроша (*)]. Мы будем иметь дело преимущественно с не- 
прерывными структурами, т.е. структурами, в которых суммы 
и произведения определены для любых, в том числе и бесконечных, 
подмножеств. Это ограничение вызвано лишь тем, что нас будут инте- 
ресовать прямые разложения с бесконечным числом слагаемых; для 
случая разложений с конечным числом слагаемых все теоремы и их 
доказательства сохраняют силу и для обычных структур. 
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$ 1. Вполне дедекиндовы структуры 


Определение дедекиндовой структуры может быть дано в следующей 
форме: структура 5 дедекиндова, если из того, что элементы т. 2 


2. * 


...› Хп, Ул, У.) У (П>1) подчинены условиям х.— у; при 5-7, 
следует справедливость равенства 
(я, ... аж) уу, --. Уи = 2, Е тьу, + -.. + жаул, (1) 


Действительно, полагая в (1) п=2 иу, =2,--х,, мы получаем усло- 
вие (2, | 1,) у, =2,--х.у. при х, < у,, что и представляет собою обычное 
определение дедекиндовой структуры. Обратно, если структура 5 — 
дедекиндова в обычном смысле и элементы 2, #,,..., 2, У.) У», ..-, Ув 
подчинены условиям 2; = у; при $-Е7, то, применяя несколько раз 
обычное определение дедекиндовой структуры, мы получаем 


(д, Нч, +... 2) У. Ув = (у Ра, ... В) У, ... % = 
Аи А 
= 2:9, | 259, | .-. + Фиуь. 

Эта форма определения дедекиндовой структуры приводит в случае 
непрерывных структур к следующему понятию: непрерывная структура 
5 будет называться вполне дедекиндовой, если для любых 
систем элементов хе, у. (где а пробегает некоторое множество индексов), 
удовлетворяющих условиям т. < ув при а ==В, справедливо равенство 


то то ) Е. (2) 


Всякая вполне дедекиндова структура является, конечно, дедекиндовой 
но не обратно; так, структура замкнутых подмножеств топологического 
пространства, как обычная структура даже дистрибутивная, не будет, 
вообще говоря, вполне дедекиндовой. Значение этого класса структур 
определяется следующей теоремой: 

ТЕОРЕМА 1. Структура (допустимых) нормальных делителей 
некоторой группы с произвольной системой операторов является вполне 
дедекиндовой. 

Действительно, пусть в группе С даны системы нормальных дели- 
телей Х. и У. (где « пробегает некоторое множество индексов), причем 
Х.С Ув при &« == В. Если элемент а лежит в произведении всех Хо, то 
он может быть записан в виде 4 = а. Хе, ...Я„, ГДе 1, С Ха; и все ин- 
дексы &,4.,..., % различны. Если а содержится также во всех У., 
в частности, в Уа,, то 


Та; — (та. ... 1) 1 @ (Фа; 1-2: а,“ (Е И 


т. е. элемент х., содержится в пересечении Х., | Уа, а поэтому а 
входит в произведение всех пересечений Х. [| У.. Этим доказано одно 
из двух включений, составляющих вместе равенство (2); противопо- 
ложное включение справедливо в любой структуре ввиду условий 
2. < ув при а >В. 

Пусть 5 — вполне дедекиндова структура, и ее элемент а будет 
суммой элементов а., где & пробегает некоторое множество индексов УЕ, 
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а= У а.. Введем обозначение а.= ХЗ ав. Элемент а есть пря- 
«с ‚ ВСЭ, В-Еа 


мая сумма олементов ‘а., а= У а. (или а=а, --а,-- ..! а» в случае 
ь 99% 
конечного числа слагаемых), если для всех х имеет место равенство 


а. а. =0. Докажем следующие свойства прямой суммы: 
1. Если а= У а, и все или некоторые слагаемые а. разложены 
а 
в прямую сумму элементов @зв, аа= У ав, то а= У ав. 
8 а, В 


Действительно, а будет суммой всех ав ввиду определения струк- 
туры и при фиксированных & и В 


П. Если а= № а, 9} есть истинное подмножество мноэжества 
ас 
У 0 = каз = м а, то бе=0. 
ас 9” ас 9" 


‚Действительно, так как а. <аз при х == 8, получаем, применяя (2), 


бе ат ар а У 
ас)” ас 9—9)’ ас * асе ас’ 


11. Если а= у а, и множество $ разложено в сумму непересе- 
ес 


кающихся подмножеств 3}, причем У, аа=6ь, то а= У, Вв. 
«СТВ 6 


Действительно, в силу П 


68. У, фу № ас. № =). 
УВ 


ас 8 “СЯ 


и 
У. Если а= _ а. и для каждого х выбран элемент с, 0 < са, 


а 
то сумма с всех элементов с. будет их прямой суммой. Эта сумма 
отлична от а, если хотя бы одно са отлично от соответствующего ао. 
Действительно, са: № ба. № ав =0. Если же с=а, то для всех 


Ва. В-Еа 
8 будем иметь 


ав —= ав . а= ав . Уе=е-+ 4 РЕ: 
я ав 
У. Если а=а а, ша, < 6 < а, то 6 =а, | 6ва.. 


Действительно, 6 =ба=6 (а, + а,) =а, -- ба, и а, . ва, <аа, =0. 
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Пусть 
1= Ум (3) 


— прямое разложение единицы вполне дедекиндовой структуры би 6 — 
некоторый элемент этой структуры. Назовем, следуя Орэ ($), элемент 


6“ — а. (6 а.), 


где, как раньше, а. = У ав, —компонентой элемента 6 в слагае- 
Ва 
мом а. прямого разложения (3) и докажем следующие утверждения: 
УГ. Элемент 6 содержится в сумме своих компонент во всет слага- 
емых а. прямого разлоэжения (3). 
Действительно, ввиду (2) 


Хы = У. 6+4) = Ха П 6+) = Пен 
УП. Если 1=а-ра, а элемент 6 есть сумма элементов бв, то 
94—71 6$. 
в 


Действительно, из справедливости для всех 3 неравенств 6“ >: 68 


следует о 68. С другой стороны, ввиду УТ, 


= Ув=У а, 
В 6 


а поэтому, используя дедекиндовость структуры, получаем 
“< (Уы-а)'=«(Уы+а)= х" +аа=\Уы. 
а В < 


УПГ. Если 1 = У а, С иа= а @ = У о 9. @ 


ел пе © -% 
аа, 00.6 — я ‘в для всякого элемента Ъ. 
<} 
Действительно, ввиду (2) 


—=а(ь-а)=У и (6+ о 


ас $} 5 — 5 
< (е 
алан П (`-ра.) = Ха (В - аь) = », 64а. 
ев). [85] (ев) ас 
$ 2. Центр аары прямых разложений 


Пусть единица вполне дедекиндовой структуры 5 двумя способами 
разложена в прямую сумму, 


а У. (4) 


а 
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Назовем центром этой пары разложений элемент 


2—]] (24+ в). 
еь 
Это понятие можно определить также следующим образом: назовем 
центром прямого слагаемого а. первого из разложений 
(4) относительно второго разложения элемент 


би > 0080 (5) 
6 


Тогда центр пары разложений (4) равен сумме центров всех прямых 
слагаемых одного из этих разложений относительно другого разложения. 


Действительно, так как 1 = № Ьв, а компонента` единицы в слага- 


8 
емом а. первого разложения равна самому а., то, ввиду УП, 
@ == № 688. (6) 
в 


Используя это равенство и определение вполне дедекиндовой струк- 
туры, мы получаем 


Ча р@а Ча аа Ча 7 Ча 
= Убе = УХ 6. 68° =аа [68° = [] 68°. 
8 в = В в [3 
Отсюда 


2«-х (8!) -Х [Па ®+4] = Х& [| @+ 8 ] 


Используя еще раз определение вполне додекиндовой структуры, мы 
получаем, наконец, 


УХ == Ущ. || П 6+4 | = П 6+4) == (7) 
й о. в . 

ТЕОРЕМА 2. Если 5 есть структура нормальных делителей неко- 
торой группы, то центр всякой пары прямых разложений этой группы 
содержится в центре самой группы. Если 5 есть структура двусто- 
ронних идеалов некоторого кольца, то центр всякой пары двусторонних 
прямых разложений этого кольца содержится в идеале % полных дели- 
телей пуля. 

Доказательство без затруднений вытекает из (5) и (7). Достаточно 
заметить, что если в некоторой группе (некотором кольце) элементы 
хи у перестановочны (взаимно аннулируются), то всякая компонента 
одного из этих олементов перестановочна (взаимно аннулируется) 
с другим элементом. 

ТЕОРЕМА 3. Прямые разложения (4) во вполне дедекиндовой 
структуре 5 тогда и только тогда обладают общим продолжением, 
если центр этой пары разложений равен нулю. 

Доказательство. Из свойств 1У иТ прямой суммы следует, 
что сумма (по всем я и 8) произведений а.6з будет их прямой суммой. 
Отсюда, если разложения (4) обладают каким-либо общим продолжением, 
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вытекает, ввиду свойств 111 и ТУ, что имеет место прямое разложение 


А = > аабв, также служащее общим продолжением для разложений (4). 
а, В 
Отсюда следуют равенства 


= »: а.бв, [7 — У абв. (8) 


а 


Из определения компоненты вытекает 68° > а.бз, откуда, по У, 


68а —= абв 63< р аб т 
75 В 
Однако, ввиду (8) и П, ` 
68° У! 4-6, = а. (68 - 4,) У > Ча = (6в-- а.) У! аб, = 
т=ЕВ УВ 
г. 6+ у ей. оо 
с-а,т УЗВ 
т. е. для всех х иВ имеют место равенства 63“ = а,бв. Отсюда, исполь- 
зуя УП и (8), получаем, что центр прямого слагаемого а, относительно 
второго из разложений (4) равен нулю, 


= У = ` х = х чб У 1446) =0. 
в в 


Равен нулю, следовательно, и весь центр раопожений (4). 
Пусть теперь, обратно, центр пары разложений (4) равен нулю. 


Ввиду (6), для элемента а, имеет место равенство а. = № 68“. Из ра- 


венства 2.—=0 без труда следует, ввиду УП, что эта сумма прямая, 


а поэтому мы приходим к прямому разложению единицы, 1 = _ ба 


а, В 
нь Е из разложений (4). Переписывая это разложение 


ввиде = х (5 68°) и учитывая, что, ввиду УТ, 68 = о 68", мы 


получаем на основании = № и ГУ, что для всех В будет 6 = 
В 


=> 3", т. е. полученное нами прямое разложение служит продол- 
а 


жением и для второго из разложений (4). 


$ 3. Обобщение теоремы Головина 


Доказываемые в этом параграфе теоремы А и 5 относятся к произ- 


вольной вполне дедекиндовой структуре 5, и вторая из них является 
усилением первой. Для случая групп эти теоремы приводят к обобще- 
нию указанной во введении теоремы Головина. 

Элементы а и 6 структуры 5 называются прямо подобными, 
если они обладают общим дополнением, т. е. если в 5 существует такой 


элемент с, что 
аре=фе--с=1, ае=бе=0. 
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В структуре нормальных делителей группы из прямого подобия следует 
центральный изоморфизм. Аналогично два двусторонних идеала неко- 
торого кольца, прямо подобные в структуре всех двустбронних идеалов 
этого кольца. будут ‘-изоморфными. Действительно, пусть идеалы 
А, В и С кольца В связаны соотношениями А-+С=В-+С=В, 
АПС=ВПС-=0. Всякий элемент а из А может быть записан в виде 
а=фб-с, где 6С_ В.сС-С. Сопоставляя элементу а этот элемент 6, 
мы получаем, как легко проверить, кольцевой изоморфизм между 
идеалами А и В. Этот изоморфизм будет %Ж-изоморфизмом, так как, 
‘умножая равенство а=б--с слева или справа на любой элемент с’ 
из С, мы получим с'е =ес’ = 0, т.е. элемент с является полным дели- 
телем нуля в С, а следовательно ив ДА. 

Два прямых разложения будем называть прямо подобными, 
если между слагаемыми этих разложений можно установить такое 
взаимно однозначное соответствие, что соответствующие слагаемые 
прямо подобны. 

ТЕОРЕМА 4. Если центр 3 прямых разложений 


о (9) 
г 8 
удовлетворяет условию 3 <а, то эти разложения обладают прямо 
подобными продолжениями. 


Доказательство. Введем обозначение И. и рассмотрим 


сперва прямые разложения 
1=афи= У 6. (10) 
В 
Центр 2’ этой пары разложений удовлетворяет условию 


== [] @- 8) - ] @ +) < Пет в)х 


6 8 8 
х П (а т 2 и, 8) ==<а, 
[2 ыЕУ 


т. е. центр прямого слагаемого и относительно второго из разложений 
(10) равен нулю. Отсюда следует, что для всех 8 имеет место равенство 
ь 


". 05 =0, т. е. ввиду (6) и УП мы приходим к прямому разложению 


й —= ру Бв, откуда 
в 


1=(+ У. (14) 
6 
Ввиду УГ, а- о О = 6, откуда по У следует 
1328 
+ У м=ы+(а+У м) вн. (12). 


73-8 15-8 
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Применяя условие дедекиндовости, мы получаем, ввиду а-- 68 > 6ь, 


(а-У 8) мы 1) (а) = 


8 


= [о-в У | 
758 
Так как по условию дедекиндовости (а -|- 68) и=аш- 6 = Бв, то 


(а-- 8) ищи =5=0, 


75ЕВ т5В 

т. е. (а+*% 1) 6, =а6в. Равенство (12) превращается теперь в 
158 
ат р В в абв, 
15-8 
т. е. прямое разложение (11) приводит при любом В к разложению 
= - в абв. (13) 
Отсюда и из 1=65 ба следует, ввиду 65 > абви\, прямое разложение 
Бабы (ВВ) в, (4) 


т. е. мы получаем следующее продолжение второго из прямых раз- 
ложений (10) 


1= У 68+ Ув, (15) 
в в 
где св = (65-Е ов, 6в. Далее, ввиду УТ, 
У ав = а= 4 ав. (16) 
в 


Однако, ввиду (14) и условия дедекиндовости, 


а’в — 6. (а-|- 66) = [аб + (68-58) 68] (а--Ъ9) = 
абв -|- (68 0) 6ь (@-Е6в) = абв | [68 (@-+ 65) + 0] Вв 
Отсюда и из равенства 
58 (@--5в) =и{а- 6) (а--5:) =53.8=0 
следует теперь а”* =а6з-- 6в6в = аб, т. е. неравенства (16) приводят 
к прямому разложению а= У, а6ь. Мы получаем продолжение первого 
в 
из разложений (10): 
1= Ув + УЦ. (17) 
в в 
Прямые разложения (15) и (17) прямо подобны. Действительно, 
дополнением для элемента 68 служит, ввиду (13), элемент 6в--а 6з. Он 
служит, однако, дополнением и для сз, так как по (14) и (13) 
(БЕ Ов) в -- бв-- а68 = 68 + =1,_ 
(8-6) 6в (6в-Е абв) = [68 (бв-Е абв) -- 68] бв= 6в- 6в=0. 
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Переходим к рассмотрению разложений (9). Центр всякого из пря 
мых слагаемых и, относительно второго из этих разложений раве: 
нулю, а поэтому, повторяя рассуждения, проведенные в первых строка. 
доказательства теоремы, мы получаем для всех у прямые разложени; 


и,=У 8’, (18 
в 


откуда и = >] в ‚т.е. ввиду (17) 
у, 6 


= Уфы". (19 
в ув 


Это прямое разложение служит продолжением для разложения (17) 


ы 
так как по УПТ 68 — зу 68°, но знак неравенства привел бы к про. 
. 


тиворечию с 1У. Элементы 6 и св, будучи прямо подобными, обладаю" 
общим дополнением, которое мы обозначим через 4в. Если мы положим 


св» = (68° 48) св, 
то, как следует из теоремы об изоморфизме для дедекиндовых струк- 


р Г 
тур, прямое разложение о 68° приведет к прямому разложению 


й 


св = ь Св», Т.е. 


1= Уа68-+ У ев (20) 
В у, В 
будет продолжением разложения (15). Разложения (19} и (20) будут 
искомыми прямо подобными продолжениями заданных прямых разложе- 
ний (9). Действительно, элементы 68’и сь, прямо подобны в элементе 
6. -- 4в = св. -- ав, который сам служит прямым слагаемым для единицы 
структуры 5. 
ТЕОРЕМА 5. Пусть даны прямые разложения 


‚ < 
бы м ан. (21) 
а У В 
с центром 2, причем 3 = а, где 
ев. (22) 
а 
Тогда элемент а обладает прямым разлозсением 
== № абв, (23) 
В 


и из существования прямо подобных продолжений для прямых разло- 
эжений (22) и (23) элемента а следует существование прямо подобных 
продолжений для заданных разложений (21). 
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’ 
Доказательство. Применяя предшествующую теорему к прямым 
разложениям 


= У и 6 в, 
у 6 


мы приходим к их прямо подобным продолжениям (19) и (20), а также 
доказываем существование прямого разложения (23). Существующие 
по предположению прямо подобные продолжения для разложений 
(22) и (23) обозначим соответственно через (А) и (В); они будут пря.ло 
подобны не только в элементе а, но и во всей структуре, так как 
элемент а сам служит прямым слагаемым для единицы. Заменяя сумму 


У: в (19) через (4), а в (20) через (В), мы придем к искомым 
8 7. 
прямо подобным продолжениям разложений (21). 


$ 4. Структуры е обрывом убывающих нормальных цепей 


Теперь рассматривается произвольная структура 5 с нулем, т.е. 
структура, относительно которой ни непрерывность, ни дедекиндовость 
не предполагаются. Для всякого элемента а этой структуры среди 
элементов; ему предшествующих, выделено некоторое множество А’, из 
элементов, называемых нормальными в а (этот прием был употреб- 
лен Узковым (3) при перенесении в теорию структур теоремы Жордана- 
Гельдера), причем предполагаются выполненными следующие условия: 

&) Множество №, содержит элементы 0 и а. 
/ (В) Множество №, есть дедекиндова подструктура структуры 65. 

[А Воли = бб исс М, БСМ, 6 ес №. 

В дальнеи, тем, говоря о прямых разложениях некоторого элемента 
а, мы будем ограничиваться его разложениями в дедекиндовой струк- 
туре /М№., единицей которой он является, и лишь для этого случая 
употреблять символ -. На выбор множеств №, мы накладываем, далее, 
следующее условие: 

(8) Если а=б фбс си ас Мы, где 9 =е(6-+6), то ас М, 
Отсюда при с=а, с=0 следует: если а=б-+-Б иасМ,, то СМ... 

Будем называть убывающей нормальной цепью всякую та- 
кую последовательность элементов (конечную или бесконечную) а, >а,> 
>... >>...) 910 44 СМ, п=4,2,... Элемент В называется 
достижимым ва, если он входит в некоторую убывающую нор- 
мальную цепь, начинающуюся с элемента а. Для элемента а выполня- 
ется условие минимальности, если все убывающие нормальные 
цепи, начинающиеся с элемента а, конечны; если это условие имеет 
место, то всякое прямое разложение элемента а состоит из конечного 
числа слагаемых и может быть продолжено до прямого разложения 


с неразложимыми слагаемыми. 
Пусть даны два прямых разложения элемента ас конечным числом 


неразложимых слагаемых, 


ао сие ве с, -- нах +9. 
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Будем говорить, что эта пара разложений удовлетворяет условию 
замещае мости, если для всякого 6; можно указать такое с;, что 
имеет место прямое разложение а=с;-- 6, и если аналогичное утвег. 
ждение имеет место для слагаемых из второго разложения. Замей .... 
что если элемент а обладает прямыми разложениями с конечным 
числом неразложимых слагаемых и если всякие два таких прямых раз- 
ложения удовлетворяют условию замещаемости, то все эти разложения 
прямо подобны между собой. Доказательство достигается последователь- 
ным замещением слагаемых одного из этих разложений хлагаемыми 
из другого разложения. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть в структуре 5 для всех элементов х выбраны 
множества №; со свойства ми (я) — (5). Пусть, далее, для элемента а 
выполняется условие минимальности. Пусть, наконец, всякая пара 
прямых разложений (с неразложимыми слагаемыми) любого элемента а’, 
достиэкимого в а, имеющая своим центром сам этот элемент а’, 
удовлетворяет условию замещаемости. Тогда’ для произвольной пары 
прямых разложений (с неразложимыми слагаемыми) элемента а выпол- 
няется условие замещаемости и поэтому все эти разложения прямо 
подобны между собой. 

Доказательство. Условие минимальности позволяет предпо- 
лагать ввиду транзитивности понятия достижимости, что для элементов, 
отличных от а и достижимых в нем, теорема уже доказана. Пусть 
даны два прямых разложения элемента а с неразложимыми слагаемыми, 


а=ь, о, В... Еве, Ве, +... с, (24) 
причем центр з этой пары разложений отличен от а, и будем дока- 
зывать возможность заместить элемент 6, некоторым слагаемым из 
второго разложения. Пусть 


Е (25) 


Все слагаемые этой суммы нормальны ва и поэтому по (1) нормальны 
в |, т.е. (25) будет прямым разложением для |. Рассмотрим отдельно 
случаи } <аи }=а. 
1) Пусть / <а, и поэтому для | теорема уже доказана. Так как 
1>6,, ввиду УТ, то 
1=6, +4, (26) 
где 4=]-6,. Продолжим (25) и (26) до разложений с неразложимыми 
слагаемыми. Слагаемое 6, в разложении (26) останется неразложимым 
ввиду (5), и поэтому оно может быть замещено некоторым слагаемым 
из продолжения разложения (25), например, фа=в4ф в и /=е+а. 
Отсюда 5а = 0, т. е. #16, =86, =0. По (5) С МУ., но сумма ЕВ, 
содержит 6,, и, содержа ], содержит 6,, а поэтому мы получаем для а 
прямое разложение а=в-6,. Так как в<6азж<с., то из 2<е, 
следовала бы по \У разложимость элемента с,; поэтому #=6а=с,, 


т.е. а=с,--6,. Мы доказали, что слагаемое 6, из первого из раз- 
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ложений (24) может быть замещено элементом с,, причем обнаружили, 
что компонента 6, в с, совпадает с с.. 


2) Пусть теперь /=а, т.е. 67 =с; для всех 7. (Отсюда следует 


1 й | Е [ 

ЧЕ сур с; д (тс: СС: пои 

=У ХУ (Уи) = У, = (7) 
7=18=1 1=1 ` 1—2 1=1 

Теперь легко показать, что самое большее одно слагаемое второго 

разложения (24) может иметь компоненту в 6,, совпадающую с самим 6,. 


Действительно, если бы было, например, с1=01=6,, то, ввиду 


с, > с,, мы имели бы равенство с21*=6,, а`поэтому было бы 
61061 — 
оО, 


что вместе с (27) привело бы к равенству 2 =@а в противоречие с пред- 
положением. Можно считать, следовательно, что компоненты в 6, 
элементов с,,..., С; отличны от 6,, т. е. к этим элементам применимы 
рассмотрения первого случая: их можно последовательно заменить 
слагаемыми из первого разложения, причем ввиду замечания, сделан- 
ного в конце предыдущего абзаца, при этом замещении не будет 
использован элемент 6,. Мы придем, например, к следующему прямому 
разложению: 
И Ве 


Поэтому элементы с, и 6,6. +... - 6, прямо подобны в структуре 
№, откуда ввиду неразложимости с, следует К=р, т.е. следуе’ 


возможность замещения элемента 6, в первом из разложений (24, 


элементом с,. Теорема доказана. 


$ 5. Приложения к теории колец 


Используя утверждение, что центр всякой пары двусторонних 
прямых разложений кольца содержится в идеале 5$ полных делителей 
нуля этого кольца (теорема 2), и замечание из $ 3 0 том, что из 
прямого подобия идеалов кольца следует их %-изоморфизм, можно 
вывести из теорем, доказанных выше, ряд теорем 0б %{-изоморфизме 
двусторонних прямых разложений колец. Укажем некоторые из этих 
теорем, причем нигде не будем предполагать, что умножение в кольце 
коммутативно или ассоциативно. 

ТЕОРЕМА 7 (следствие из теоремы 3). Если кольцо В не содержит 
полных делителей нуля, отличных от самого нуля, то всякие два 0ву- 
сторонних прямых разлохсения этого кольца обладают общим продолже- 
нием. 

Отсюда следует отмеченная во введении теорема из (“) о кольцах 
с единицей. 

ТЕОРЕМА 8 (следствие из теоремы 4). Если даны двусторонние 
прямые разложения кольца В, 


В=А+У0,= У Вь, 
в 
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причем идеал 5$ кольца В содержится в А, то эти раг. жения обла- 
дают 3$-изоморфными продолжениями. 

Так как идеал полных делителей нуля прямой суммы равен прямой 
сумме идеалов полных делителей нуля отдельных слагаемых, то из 
‘теоремы 8 следует, что, если идеал $ кольца В неразложум в прямую 
сумму, то любые два прямых разложения кольца В обладают $$-изо- 
морфными продолженихми. 

Рассмотрения $ 4 имели целью перенести в теорию структур отме- 
ченный во введении результат автора, относящийся к группам с обры- 
вом убывающих нормальных цепей. Действительно, если 5 есть система. 
всех подгрупп некоторой группы без операторов и для всякой под- 
группы А множество №д есть совокупность всех нормальных делителей 
подгруппы А, то справедливость свойств (х) — (5) устанавливается без 
всяких затруднений. Формулировка теоремы 6 содержит, однако, пред- 
положение, что’ всякая пара прямых разложений (с неразложимыми 
слагаемыми) некоторого элемента, имеющая своим центром сам этот эле- 
мент, удовлетворяет условию замещаемости. Ввиду первой части тео- 
ремы 2 это ‘предположение влечет за собою коммутативность рассматри- 
ваемой подгруппы. Таким. образом интересующая нас теорема, относя- 
щаяся к некоммутативным группам, вытекает из теоретико-структурной 
теоремы 6 и соответствующей теоремы для абелевых грунн, также дока- 
занной автором в работе 1932 г. 

Пусть теперь 5 будет структурой всех подколец некоторого кольца, 
а множество Л — совокупность двусторонних идеалов подкольца А. 
Тогда условия (2) — (5) снова будут выполняться, а содержащееся в фор- 
мулировке теоремы 6 предположение о парах прямых разложений, центр 
которых совпадает с разлагаемым элементом, приводит ввиду второй 
части теоремы 2 к рассмотрению подколец, совпадающих с0 своим 
идеалом полных делителей нуля, т. е. снова к теореме об абелевых 


группах с условием минимальности. Таким образом справедлива сле- 
дующая 


ТЕОРЕМА 9. Если кольцо В удовлетворяет условию обрыва убы- 
вающих цепочек подколец 


ВАА на Эа 


где всякое А» есть двусторонний идеал в А,_|, то два любых двусто- 
ронних прямых разложения кольца В с неразложимыми слагае- 
мыми З{-изоморфны между собой и удовлетворяют условию замещае- 
мости. 

Теорему Коржинека (см. введение) пока не удалось перенести в тео- 
рию структур. Тем не менее можно утверждать справедливость следую- 
щей теоремы о двусторонних прямых суммах колец, параллельной тео- 
реме Коржинека и обобщающей теорему 9 (так как всякая аддитивная 
подгруппа идеала \}ё полных делителей нуля некоторого кольца является 
двусторонним идеалом во всем кольце, то условие минимальности в идеале 
У, входящее в формулировку этой теоремы, можно понимать как в груп- 
повом, так и в кольцевом смысле). 
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ТЕОРЕМА 10. Если идеал 38 полных делителей нуля. кольца В удовле- 
творяет условию минимальности, то всякие два двусторонних прямых 
разложения кольца В обладают %$-изоморфными продолжениями. 

Мы опускаем доказательство этой теоремы, так как для случая конеч- 
ного числа слагаемых оно является по существу повторением доказа- 
тельства теоремы Коржинека из ('), приспособленным "к рассматри- 
ваемому случаю, а на разложения с бесконечным числом слагаемых 
распространяется тем же методом, каким пользовался Головин (*) в слу- 
чае групп. 

Теорема Мори, указанная во введении, является весьма частным 
следствием теорем 8 и 10. Действительно, если кольцо В удовлетворяет 
ослабленному условию минимальности, то его идеал 5 полных делите- 
лей нуля также будет удовлетворять этому условию. Известно, что абе- 
лева группа с ослабленным условием минимальности или удовлетворяет 
обычному условию минимальности, или же является бесконечной цикли- 
ческой группой, т. е. не разложима в прямую сумму [см., например, 
Мори (°); это утверждение без труда выводится, впрочем, из основных 
теорем теории абелевых групп]. В первом случае теорема Мори будет 
содержаться в теореме 10, во втором — в следствии из теоремы 8. 
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п %Ве ргезепф рарег ме зВо\ {Ва $0 еуегу 2топр-бВеогеса| ФВеогет 
сопсегише ФЪе сешга! 1зотлогрЬ1зт о 41гесф Чесотроз\ 1008 $Веге сог- 
гезроп4з а рагаМе| 1Веогет оп 4\0-з14е ЧесотрозИ1отз оГ гп ибо 
а 41тес® зат \УИВои6 апу аззитарв1отз або Ве сотти{а уу ог аззосла- 
НУШу оЁ 4Ве ши рИсайоп т Фезе гшрз. шяёеа@ оЁ Те сепёгала оЁ Ве 
2топр же рауе ш \фезе фВеогетаз фЪе #441 $ о} сотр ве а1елзог$ о] йе 
пи! т Ве стуеп гшя А, г. е. 4Ве ф0фау о! зас еетепёз а {аб а5 = 
—=4ла=0 {ог апу С.А; 4№е сепхга! 1вотогрЫзт 13 тгерасед Бу \1е 
У -5отогр#зт, 1. г. зисВ ав 1зотогрЬ1зта Ъебуееп &\0 зибгпаз оЁ Ве гия 
В, {ог ую ф1е 41егеосе Бебууееп ФВе соггезропатя` еетепёз Бе]оп5з 
№0 5. 
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Аз ме Бауе геуеа\е4, $Ве рагаПе за Бебуееп ФВе $\%0 4Ъеог1ез го0%з 
ш М УВеогу о{ зёгасбагез. Тье оу Теотетз Ва же Вауе по%ф зчс- 
сееде4 +0 ех{еп4. оп &Ве эёгисвигез аге Когшек’з фВеогеш ап {Ве сог- 
гезропалис $Веогет 1ш %Бе %Веогу о! г1пов. \\Уе пом ехрозе $1е сощепёз 
0! еасв сварёег зерагабеу.. | 


$ 1. Сошр!ефе]у ОедекКта згаеагез 


У!е сопз14ег Ве сопф1пиоиз з6гисбагез, #. е. зисЬ ФВ аб Ве зим ап@ 
Ве. ргодис% аге Чей шей Гог а везг (1шшИе) заБзез. А сопыплаотз звгис- 
фиге \Ш Ъе саЦед Ве сошр!ефе!у Редек1ю4 зёгисфите Н 10г 
апу зузетз 0Ё е@етепёз хо, у. (ях гапоез $Вгоп8В а зе оЁ ша1сез) за&1з- 
Гушс Фе соп9 1101$ т. < в Гог а 55 В ме Вауе 


и 2. ) Пу-= Уже. 


ТНЕОВЕМ 1. Т4е зтисште о} (а4тлзя64е) стоатаптё зи зтоир$ о} 
а втоир (%ИЙ ап атфитагу аотат о] орегаёотз) 18 а сотр аейу Оедеюта 
тисшиге. 

Ге 5 Ъе а сотр!еёе]у ПОедект@ зёгасбаге ап {Ве еететф а Бе %Ъе 


зита о? е\ешегёз а.. Пёгодиасе &Ве поба1оп а. = У аз. Тбе еететё а 13 
В-Еа 


$Бе Ч 1гесф зиш 9 а., а = № ас, 11 Ве едпа у а. . а. =0 Во] {ог еуегу 


а 


Ив Ав а. ап4 6 Ъеопз ф0 5, Вел 


64а — а. (6 аа). 


18 %Ве сошропепф оЁ $ ш \Ъе заштапа а. оЁ Ве з1уеп 41гесё десотро- 
Йоп оЁ &Ве ип\№. ТВе изиа! ргорегё1ез (ш Ве Ъеогу оЁ зтопр) о{ Ъезе 
повопз аге уаП4 зп %Ъе зепега| сазе (ргорегыез 1 — УПП. 


$ 2. Семтим оЁ а раш о! 41тее$ аесотроз10и$ 


Геф \е ип о{Ё а сотра{е!у Оедекш@ з\гасфаге Бе ш 1\0 \мауз Чесот- 
розе имо Фе 4тес+ зата, 


аа Ио 
В в 


Ву Ме сепёгиш о{ &613 ра1г о! Чесотроз1 61013 ме шеап Ве 
еетет 


& = П (а. - 53), 
а,В 
уПеге аз аБоуе а. = У! а., 68 = У 6. 1 15 розы Ые 40 ргоуе $Ваё 
у-Еа 8-8 


2= У 6. 
а,в 


ТНЕОВЕМ 2. 1] 5 15 Ше ятисште о} тоатйии зибетоирз ор а втоир 
Неп @йе сештит о} апу раг о} @тесё аесотрояноптз о} Из втоир 15 соп- 
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затей ат Те сештит о} \е втоир йзей}. 115 15 Ше ятисште о} &то-з4еа 
24еа18 о} а ппв, еп Фе сешгит о} апу рег о} @тесё десотрозйотз ор 115 
ит8 45 сошатей т Ше з4еай 3 о} сотр ее агобогз о} йе пи. 


ТНЕОВЕМ 3. Те 4 тесЕ 4есотрозотз 1 = о ба = 2 68 та сотрйе- 


в 
4е1у Оедета зтисигте 5 робзез; а соттоп сопипианопт $} апа ошу &] йе 
сешгит о} #5 рат о} аесотроянопз 15 Фе пи. 


$ 3. А сепега а 101 0? б0о10ут’$ {Теотет 


Тре еетер{з а ап@ $ 0{ а зтисые 5 аге саЙе@ Ч1гес& Ту з1ш1аг 
11 Ъеге ех136з ап е]етлеп® с 1п 5 зас Ва 


афе=ьЬ-е=1, Бо =) 


Тйе тес тату о] ито #то-з4е@ 14еай$ о} а пт атриез йе ет5- 
зепсе о} ап {-1зототрмзт Белеет {йет. 

Тве 1оПоулив ФВеогет, Бешта аррПе4 $0 зтоирз, у1е!48 а зепегаНайоп. 
Га {Теогет дие $0 Со]оул (*): 

ТНЕОВЕМ 4. [1] йе сештит 2 0] Фтесё 4есотрозоп$ 


ое 6в 
у В 


зайзпез е сотИноп 5 <а, еп Ше аесотрояопт$ роз$ез$ @тесИу ти 
4ат сопипиаиопэ. 
'ТВеогетш 5 15 а сепега]12амоп о{ ТБеогеш 4. 


$ 4. Убтиебагез зай$1уше {Ве 4езеепатх погта| спала воп@Итоп 


Те 5 ре ап агЬИтагу эгасбаге м Бе поП. Аззате $Ва% $0 апу еетепф 
а $Веге соггезроп4з а зиЪзеё №, о! {Ве 5её о{ ейетепёз = а \ИВ Ве ргорег- 
{1ез: 

(«) №, сощатаз О апа а. 

(8) №, 1за Педекта зиБзёгаефаге оЁ 5. 

(1) Ис=б <а апа сс М,, ВС М,, 4Веп =М,. 

(8) Па=ь-РЬ=с-Ес аа ас: №», еп ас М... 
Тье зедаепсе о! е]етешз а, >а, >... > @ >>... 18 ваПе4 4№е Чезсепа 1; 
погша! еВа1т И а4 С М, П=41,2, ... ТЬеогето 6 13 ргоуе чидег 
{Ве аезсеп4 1х погта]| сваш соп911оп. Ветя аррПей $0 стопрз 16 слуез 
а Теогею оЁ4Ъе аабЪог оп поп-сотатаабайуе огоирз заф18Руше фЪе 4езсепа- 
апе погта! сВат сопаилоп Бу изе о{ Ве соттезроп4 та фВеогет {ог Афе- 
Пап огопрз. 


8$ 5. АррНеайопз $0 фе (Веогу 01 гдз 


ТНЕОВЕМ 7. 1} Ме гпз В 40е$ поё сошат. апу сотые 4йлзотз 
0} {йе пи ехсерё е пи ие}, Фйеп апу то @тее аесотрояоптз о} Те 


птя р0$$езз а соттоп сопипиайоп. 
Непсе {о1о\з Фе ме Кпоми \Ъеогеш 0 ип1ачепезз оЁ 4есотро- 


3141018 оРГ а ге уцВ 4Ъе ип! шо Фе гес\ зим. 
3* 
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ТНЕОВЕМ 8. 11} В=А- 2 7, = 2 Вв аге &то-з4е4 тес аесотро- 


5101$ ор йе пте В апа йе о У ь, В 15 сотаитед т А, еп Шете 
ет151 $-5отогрс сопипианопз о} 4йезе 4есотрозиоп$. 

ТЬе соп@опз о! 413 1Веогет аге ПИЯПед, ш рагисо]аг, уВеп &Ъе 
14еа1 $$ саппоф Бе 4есотрозе4 1150 а @1тес® зат. 

ТЬеогет 9 1оПо\уз ош ТВеогет 6. Те юоПоуйия {Веогет 15 а депе- 
га112а4100 о{ {Ве Гогшег (91псе еуегу ад ауе заЪотопр о{ фВе 14еа1 $$ 18 
‚ а {\0-я4е4 14еа1 зп 4Ве чпо]е т1по, %Ве попа! соп@И1оп 10г $ тау 
Бе ип4егзоо@ БофВ 1п {Фе сгтомр ап т &Ъе гшх зепзе): 

ТНЕОВЕМ 10. [1] 31е Чем 5$ о} сотрее айлзог$ о} е пи о} йе 
те В зайзНез фе тиита! соп@доп, еп апу иуо-х4е4 Ф@тесё аесот- 
ропот; о] В роззезз -зотогрс сопипианопз. 

ТЬз {Веогет 1$ апа10оромз 40 а огопр-бВеогейса1 \Веогет ле +0 
Когтек (*) ап4 143 ргоо! сап Бе сагг1е4 оф Бу Комшек’з пето4, ргоу1- 
4е@ а$ {фе пишЪег оЁ заттап@з 13 Нице. ОбВегмазе $Ъе Теогет сап 
Ье ргоуе4 `Ъу а шеёто пзе4 Ъу Со1оуш 11 Те сазе оЁ сгочрз. 

'Тьеогештз 8 ап 10 ппар!у Могг’з 4Веогета(5) оп \е 5&-1зотогрЫзт 
оЁ 41тгесф Чесотроз!оптз оЁ соттлфамуе г1поз ипаег {Ве \уеаКепе паи: 
па] сопЧ1Н оп. 
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Д. А. ВАСИЛЬКОВ 


УПОРЯДОЧЕНИЯ АБСТРАКТНЫХ МНОЖЕСТВ 
И ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Исследуются свойства совокупности 9% (соответственно @®) всевозмож- 
ных (линейных) упорядочений произвольного множества М (линейной 
системы ЕВ). Различные классы линейных упорядочений системы Е 
и систехы Е линейных функций в Е изучаются с точки зрения 
«расположения», соответственно, в @ и $. 


Введение 


Пусть 9} — совокупность всех упорядочений* © произвольного мно- 
жества М. Естественно определить 9’ < 9" (9’ 69}, 9” Е 9, ©’ = ©”), 
если упорядочение @” сильнее ©’, т. е. соотношение х < у(хЕМ, уУЕМ) 
имеет место в смысле 9”, если оно имеет место в смысле 9’. Упорядо- 
ченное таким образом множество }$ оказывается замкнутым относительно 
операций пересечения и объединения. 

Это свойство } устанавливастся в $ 1. Там же доказывается теорема 
о представлении элементов ®Е3} в виде пересечения точных упорядоче- 
ний (теорема 1. 2), причем применяется метод упорядочивающих функций. 

Если Е — линейная система, то совокупность © линейных упорядо- 
чений Е (т. е. подчиняющихся аксиомам [ и 11) обладает свойствами, 


аналогичными свойствам 9}. Они устанавливаются в $ 2. Упорядочиваю- 
щая функция, отнесенная к упорядочению ©, а тем самым и само 9, 
полностью определяются некоторым коническим множеством СС Е. 

В $3 дается классификация линейных упорядочений, основанная 
на свойствах ограниченности «лучей» А,„= 02; О<Х < - о} в Е. Эти 
свойства определяются строением множества граничных элементов кони- 
ческого множества С. 


* Представляется целесообразным пользоваться терминами «упорядочение», 
«упорядоченное множество» и т. п. вместо «частичное упорядочение», «частично 
(или «полу-) упорядоченное множество» ит. п. (ср. (")). Упорядочение, при котором 
из любых двух элементов множества один непременно предшествует другому, мы 
называем «точным упорядочением». Теруин же «линейное упорядочение», употребля- 
мый иногда в этом смысле, имеет у нас специальное значение (см. $ 2). 
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В $4 приводятся некоторые теоремы об архимедовых и однородных 
упорядочениях. 

В $5 излагаются свойства открытых упорядочений, в известном 
смысле двойственных упорядочениям архимедовым. 

В 86 приводятся некоторые теоремы существования положительных 
линейных функций, находящие свое применение в следующем разделе. 

В $7 наряду с линейной системой Е рассматривается система ЕЁ 
линейных функций в Ё. Исследуются свойства отображений ф из, 
соответственно, ® в $ иб в ©, причем выясняется роль слабо-архиме- 
довых упорядочений. 

Обозначения. В работе применяются следующие обозначения: 

Символы () и П обозначают объединение и пересечение элементов 
упорядоченного множества (точнее, структуры (*) —1аф&1се (°)), 
в частности, теоретико-множественные объединение (сумма) и пересечение. 

АС В означает, что всякий элемент множества А является элементом 
мноткества В. 

АСВ означает, что А — истинное подмножество множества ВБ. 

А= В, гце А и В— подмножества некоторого упорядоченного мно- 
жества М, означает, что х < у, каковы бы ни были элементы ЕЛ, УЕВ. 

А\\ В обозначает множество элементов, входящих в А, но не вхо- 
дящих в Б. 

Если А, В, Ат(уЕРГ) —- подмножества линейной системы Е, то: 

А--В— множество элементов вида х- у, где хЕАЛ, уЕВ; 

ть 
У Ат — множество элементов вида рт гдех: Е А": бете 
26 - ИЕ : 

— А — множество элементов —х, когда х пробегает А; 

ХА (\ — действительное число) — множество элементов вида №х, где 
ЕЛ. Г.(4), ГА, В,...), соответственно, обозначают линейные оболочки 
над А и АВ\...., т. е. минимальные линейные подсистемы в Й, 
содержащие, соответственно, Аи А )В\)... 

Если х — элемент линейной системы Ё, то В, — множество элементов 
вида Хх, где Ол < - о. 

О. обозначает множество А. |) В-„= (5; — <<< 4. 

Символ [2] в тексте означает (когда возможна неясность) что пред- 
шествующее ему выражение должно пониматься в смысле упорядочения 
@, например, «г < у[8]», «элементы х и у несравнимы [9]. 

А[8] обозначает множество А с заданным в нем упорядочением 
@ или же указывает на то, что А определено как подмножество 
множества М при помощи заданного в М упорядочения 9. 


$ 1. Упорядоченяя абстрактных множеетв 


Пусть М = {х,9,...}—какое угодно множество. Мы скажем, что 
задано упорядочение ® множества М, если для некоторых пар различ- 
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ных элементов ХЕМ, УЕМ определено соотношение х< у, которое 
читается: «1 меньше, чем у», удовлетворяющее условиям: 


Т) Соотношения у и ух 1 несовместны. 
(11) Из +<у и у< = следует х<2. 


Запись х>у (читается: «х больше, чем у» или «д превосходит /») 
означает то же, что и ух $; т < у (читается «х меньше или равно у»); 
эквивалентная запись: ух (читается: «у больше или равно 2») означает, 
что либо х< у, либо х=у*. Если х -+ уини < у, ни ху не имеет 
места, то будем говорить, что элементы х и у несравнимы (занисй: 
2). 

Замечание 1.1. В качестве исходного можно брать соотношение 
х = у, постулировав для него: 


(1,) = 5; 
(1,) если т<уи у<т, то 1=у; 
(песо, тоне 


Тогда 5 < у означает, что х<уи т-у (см. ('), (:)). 

Обозначим через ©м систему всех подмножеств множества М 
(включая пустое множество и само М) и рассмотрим произвольное ото- 
бражение М в би 


—>М(2)Е м, 


которое будем предполагать взаимно сднозначным, т. е. 
(1) М (+) =М№ (у) тогда и только тогда, когда х=у. 


Всяксе таксе отсбражение мы будем называть упорядочиваю- 
щей функцией, так как оно порождает некоторое упорядочение 
множества ©, если положить х < у[9] при М (1) СМ (9). 

Будем при этом говорить, что ушрядочивающая функция М (5) 
отнесена к упорядочению ®. Ко всякому упорядочению @ отнесена 
по крайней мере одна уп‹рядсчивающая фукнция, именно 


№ (2) = {2'; 2’ = 19}, (1.1) 


а вместе с тем бескснечное множество упорядочивающих функций вида 
№' (=) =Т (М (<)), ‘где Т — любое взаимно однсгначное отображение Сы 
самого на себя. Чтобы устранить эту неоднозначнссть, потребуем, чтобы 
упорядочивающая функция креме свойства (1) обладала еще свойствами: 


(2) хЕМ (х), каков бы ни был хЕМ; 
(3) если УЕМ (5), то М (у) СМ (2). 


Теперь легко видеть, что всякому упорядочению ® оказывается отне- 
сенной единственная упорядочивающая функция М№(т) со свойствами 
(1), (2) и (3), определяемая равенством (1.1). 

* Знак = всюду означаст тождество элементов и уножеств, 

1* 
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Пусть даны два упорядочения ©’ и 9” множества М. Скажем, что 
2’ содержится в 9” или 9” содержит О’ (запись: 9’=< 9” или 
2" > 9’), если из < у[9’] непременно следует х < у[9”]. Если 9’ < 9” 
и при этом 9’-2 9”, т. е. в М найдутся такие элементы х, у, что 
х«у[9"], но х||у[9’], то мы записываем: 9’ < 9” (или ©” > 9’). 


Согласно данному определению, множество 5} всевозможных упоря- 
дочений © множества М само оказывается упорядоченным. Целесообразно 
присоединить к } пустое упорядочение, понимая под этим «упо- 
рядочение», согласно которому любые два элемента М считаются 
несравнимыми. Очевидно; мы вправе считать, что пустое упорядочение 


содержится во всяком упорядочении 863}. 
Рассмотрим произвольную систему упорядочений {9т}с 5} (индекс 


1 пробегает какое угодно множестго Г). Так как $}{ содержит младший 
(наименьший) элемент, именно, пустое упорядочение, то {97} всегда огра- 


ничено снизу в УД т. е. существует упорядочение, содержащееся во всех 


от. Покажем, что 9} содержит пересечение (или точную ниж- 
нюю границу) 9° = И упорядочений т. В самом деле, 9° может 


быть определено так: 
х«у[9'], если г у[91] для всех уЕГ. 


Очевидно, для всякой системы {9} С 9}, ограниченной сверху в $}, 
т. е. такой, для которой существует упорядочение, содержащее все 9т, 
существует объединение (или точная верхняя граница) 9 = 
= (]9т. Нетрудно видеть, что @' можно определить следующим образом 

о 
(см. замечание (1.1)): х = у[9'], если существует конечная цепочка элемен- 
тов множества М =и,, и,, ..., ии, ив=у такая, что ши < [9 И 
ТЕГ (1<#=<п). 

Упорядоченные множества, содержащие пересечение (объединение) 
всякого своего ограниченного снизу (сверху) подмножества, называются 
замкнутыми (*). Таким образом, нами получена 


'ГЕОРЕМА 1.1. Совокупность 3} всех упорядочений произвольного 
множества М, упорядоченная согласно даниому выше определению, есть 
замкнутое упорядоченное мнозсество с младшим элементом. 

Доказательство следующей леммы, выражающей соотношение по- 
рядка и операции пересечения и объединения в 9} в терминах упоря- 
дочивающих функций, очевидно. 

ЛЕММА 1.1. Если упорядочивающие функции №' (1) и № (х) отне- 
сены, соответственно, к упорядочениям 9’ и 9”, то 9’ 9” эквива- 
лентно условию: №' (т) С №" (х) для всех %ЕМ. 

Пусть {9} (1ЕГ)—произвольная система упорядочений и М№(5)— 
упорядочивающая функция, отиесенная к ©т. Тогда упорядочивающей 
функцией, отнесенной в пересечению 9° = [Г] 9%, является № (1) = № (<). 

У 


т 
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Обозначим через с (т,), гое «„.ЕМ, произвольный комплекс, состоящий 
из п {1 элементов т, х,,..., ть и п--1 упорядочений Ото, От, ..., Ол", 


для которых тан < 1: [9\] &=0,1,.... п— 1), и пусть Ро (хо) = И МИ (5). 
#0 


Если система {©т\ ограничена сверху в $, то упорядочивающей функ- 
цией, отнесенной к объединению "= |] 9т, бубет №' (5) = [] Ре(х, где 
т с (х 

операция объединения распространена по всевсзможным Е 
(5) * при фиксированном х. 

Назовем @ точным упорядочением множес» ‹ М, если, каковы 
бы ни были хЕМ, УЕМ, непременно либо х < у, либо ху. 

Вазовем упорядочение ®@ максимальным, если не существует 
отличных от © упорядочений, его содержащих. 

ТЕОРЕМА 1.2. Гочные упорядочения и только. они максимальны. 
П роизвольное упорядочение множества М можно представить как пере- 
сечение системы точных упо рядочений мощности не выше мощности М. 

Предварительно докажем несколько лемм. Сейчас заметим только, 
что одно из утверждений теоремы очевидно: всякое точное упорядочение 
максимально. 

' ЛЕММА 1.2. Если в системе {9} СЗ (Е Г) вместе с любыми двумя 
упо рядочениями существует упорядочение, их содержащее, то система 
От ограничена сверху в 9. Пра этом, если № (х) есть упорядочиваю- 
щая функция, отнесенная к "(1 ЕГ), то М (1) = |] №'(х) будет упо- 
рядочивающей функцией, отнесенной к объединению ® = (9. 


я т 
Доказательство. Предположим, что @т удовлетворяет условию 


леммы, и определим упорядочение @ следующим образом: 
х«у[3], если «< у[9"| хотя бы для одного |ЕГ. 

Что такое определение действительно дает упорядочение множества 
М, т. е. при этом выполняются условия (Т) и (11), гарантируется, как 
легко видеть, сделанным предположением относительно {9}. При этом, 
очевидно, упорядочению ® оказывается отнесенной упорядочивающая 


функция М (5) = (] №'(х), а из леммы 1.1 следует, что 8 = |] 91. 
т тй 
Как частный случай леммы 1.2 получается 


ЛЕММА 1.3. Всякая точно упорядоченная система упорядочений 
вграничена сверху. 


ЛЕММА 1.4. Если © не является точным упорядочением, то для 
всяких двух элементов т, |9у,[8] найдется такое упорядочение 9’`> 9, 


что 9, < у, [9']. 
Доказательство. Введем обозначение: 


На =; = 2[9]. (1.2) 


+ Различные с (х) могут отличаться друг от друга числом п, точками 1; (#=1, 


2, ..., п) и упорядочениями ЯТ1 (:=0, 4, ..., п). 
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Если теперь М (5)—упорядочивающая функция, отнесенная к ®, то пола- 
гаем 


(№) Ма), если 2ЕН (у), 


№ (2)= \ № (2), если ЖЕН (у,). 


Легко непосредственно проверить, что М’ (7) упорядочивающая функция, 
т. е. что она обладает свойствами (1), (2), (3). Пусть ©’ порозжденное 
ею упорядочение. В силу того, что у, ЕН (у,), а т, ЕН (у), №’ (у) = 
№ (9 ПМС Ма )=м№' (пут ао вав пра чо 
№’ (у,) ЭМ (+) для всякого хе ЛГ, то. 9’ 9. 

Замечание 1.2. Легко видеть, что построенное упорядочение будет 
наименьшим упорядочением, удовлетЕогякщим условиям леммы. 

Замечание 1.3. Одно из утверя:дений теоремы 1.2 уже следует 
пз леммы 1.4: веякое максимальное упорядочение будет точным. 

Усиленпем леммы 1.4 слуя:ит 

ЛЕММА 1.5. Если упорядочение 9 ине точное, то для любых двух 
эас.мегтнов т. |У,[?] найдется такое точное упорядочение 9’`> 9, что 
2, < у. [9]. 

Доказательство. Пусть П— множество весвозможных пар п= 
={т, у} несравнимых [9] элементов из М, которое мы предполагаем 
вполне упорядоченным, 


5 


: 
> 
м 


(О=х= у, (1.3) 


причем *,={х., у,|—пара, выделенная в условии леммы. 
Определяем по индукции последоватольность (вообще говоря, транофи- 
нитную) упорядочений 


он О, (1.4) 
положив: 

1) 9*=®. 

2) Пусть определены 9? для 00; если существует с —1, то в том 
случае, когда 9°-! есть точное упорядочение, полагаем 9° = 95-1; в. про- 
тивном случае, берем первую в (1.3) пару т,{х,у\, для которой 
х у[9° |, и определяем 9° согласно лемме 1.4 как наименьшее упоря- 
дочение, содержащее ©°-! и такое, что х< у[3°]; если же с— предель- 
ный индекс, то полагаем согласно лемме 1.3 9°= |) 92. 

< 
Построенная таким образом последовательность (1.4) будет возрастаю- 


щей, и существующее в силу леммы 1.3 упорядочение 


о’ = | 9° 


обладает, очевидно, требуесмыми свойствами. 

Доказательство теоремы 1.2. Нам остается доказать послед- 
нее утвер‹дение теоремы. Пусть 93} произвольно. Если @— точное 
упорядочение, то для него утверя:дение тривиально. Пусть ® не будет 
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точным. Рассмотрим снова множество (1.3) пар несравнимых [9] элемен- 
тов М. Определим, далее, множество точных упорядочений 


0°, й в 9. от. чт ©", ее. (0 8) (1.5) 


следующим образом: 9* и '’9* суть точные упорядочения, содержащие 
©, и такие, что для пары т,={7, у} < у[9 и х>у['9*]. Суще- 
ствование их обеспечивается леммой 1.5. Обозвачим через ©’ пере- 
сечение системы (1.5). Так как ОЭ < 9*, 9 = '0* (0=х«<Уу), то 9 = 9.. 
Допустим, что х|у[9]. Тогда х и у образуют пару ®ЕП, которой 
в последовательности (1.3) приписан некоторый индекс х. Тогда 
< у[9* и > у['9*|, откуда х| у [9']. `Следовательно, 9” = 9. 

Так как мощность последовательности (1.5) не превосходит мощности 
М, то теорема полвостью доказана. 

Замечание 1.4. Представление О в виде пересечения системы 
точных упорядочений, вообще говоря, неоднозначно. 


$ 2. Унорядочения линейных систем 


Под линейной системой мы будем понимать абелеву группу 
Е= (т, у,...} © аддитивно записанной операцией и с умножением 
элементов на действительные числа (обозначаемые а, В, \, в ит. д.), 
причем предполагаются выполненными следующие условия (см. (*)): 

1) 0. х=0, где 0 справа есть нулевой элемент Ё, 

2 ое: 

3) * (2) = (А) 2, 

4) }. (ту) =- у, 

5) (А-Еь) = 2- рф, 

— каковы бы ни были элементы ЕЁ, УЕЁЕ и действительные числа \ ив. 

'порядочение © линейной системы ЕЁ назовем. линейным упоря- 
дочением, если оно связано с алгебраическими операциями в ЕЁ следую- 
щими аксиомами: 

АКСИОМА Г. Если х < у, то 5 <у-3, каков бы ни был элемент 
ЕЕ. 

АКСИОМА П. Если х < уи\-— произвольное положительное число, 
то \х < м. 

Очевидна следующая | 

ЛЕММА 2.41. Для того чтобы упорядочение ® линейной системы 
Е было линейным, необходимо и достаточно, чтобы упорядочивающая 
функция № (х), отнесеннал в ®, обладала свойствами: 

1] М (у) ==-- № (у) =М (2) {у для любых 16 Е, УЕЕ; 

2] М (^5) =^М (2) для любых ЕЕ и Х>0. 

Из леммы 2.1 следует, в частности, что упорядочивающая функция, 
отнесенная к линейному упорядочению ®, полностью определяется своим 
значением для какого-нибудь одного элемента Ё. 

Фиксируя линейное упорядочение ©, веедем обозначения: 


Е-=М(0), Е*=Н (0) (см. (1.2)) (2.1) 
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Е =“ (ЕЕ). (2.2) 
В силу аксиомы 1 
Е = —Е*. 


Согласно лемме 2.1 для любого хЕЁЕ 
М (5) =1—Е*. (2.3) 


Всякий отличный от 0 элемент Е* (соотв. Е`) будем называть 
положительным (соотв. отрицательным). Всякий элемент 
хЕЕ‘° условимся называть нейтральным. 

Множество Е* обладает свойствами: 

1°. Если хЕЁ*, уЕЕ*, то х--уЕЁЕ*. 

2°. Если хЕЕ* и ^ 20, то ^хЕЁЕ*. 

3°: Если ЕЁЕ* и —хЕЁЕ"*, то х=0. 

Всякое множество СС Е, обладающее свойствами 41°, 2°, 3°, будем 
называть коническим множеством в Е (см. (5), (°)). Итак, если 
© линейное упорядочение, то Е*[®] — коническое множество. Обратно, 
для всякого конического множества ССС Е существует такое линейное 


упорядочение 9, что 
С = Е" 3]. (2.4) 


Оно может быть задано своей упорядочивающей функцией (см. (2.3)) 
№ (=) =2—С 


или прямо: х<у[8], если у—хЕС. Соответствие между линейными 
упорядочениями и коническими множествами Е будем записывать 


8^.С. 


Обозначим через © совокупность всех линейных упорядочений линей- 
ной системы Е. Пустое упорядочение мы вправе, очевидно, причислить 
к линейным. Будучи подмножеством множества @ всевозможных упо- 
рядочений Е, ® будет упорядоченным. 

ТЕОРЕМА 2.1. ® есть замкнутое подмножество множества @®, т.е. 
для всякой системы линейных упорядочений {9"} пересечение [| т 

т 


и объединение |] т (если последнее существует), взятые в @®, принадле- 
т 
жат ©, т. е. будут линейными упорядочениями. 


Доказательство. Что касается пересечения линейных упорядо- 
чений, то оно, очевидно, линейно. 
Возьмем произвольное множество линейных упорядочений {9'} (уЕГ), 


ограниченное сверху в ®. Рассмотрим © = [| 9" и покажем, что оно 
К 


будет линейным упорядочением. Пусть 2 < у[9], т. е. в Е существует 
цепочка элементов и, (= 1), и,, ..., И-1, Ив (=) такая, что и; <и:[9\|, 
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7ЕГ(=1, 2,..., п). Так как все Эт будут линейными упорядочениями, 
то при всяком 26 Е и: +2<и-+2[9"] (1=1,2,..., п) и, каково бы ни 
было число Х`>0, Аи; 1 < Аш [9"] ({1=1,2,..., п), откуда, согласно опре- 


делению ©, х--2<у--2[8] и \х<^у[9]. Таким образом, для © выпол- 
няются аксиомы Ги П. Теорема доказана. 


Пусть © = [] 9т, ®—.С, 9" Ст (ТЕГ). Элементы конического мно- 
т 


жества С суть последние элементы всевозможных конечных цепочек эле- 


ментов и, (=0), и, и,, ..., Ип-1, Иь ( ==) таких, . что 
-1 = И! [2" |, о и (#=1,2,..., п). (2.5) 
Иначе, 
в 
== р 1, (2.6) 
1=1 


где х1=и1— и > 0[9"]. Обратно, если х представляется в виде (2.6) 
с 2! > 0[9"|, то в силу линейности ©": будем иметь (2.5), если положить 


и, =0, =, |... 2. 
Объединение линейных` упорядочений ЯЭт(уЕГ) будем называть их 


суммой и обозначать У, 91. 


т 
Резюмируя сказанное выше, можно высказать следующую теорему: 


ТЕОРЕМА 2.2. Соответствие (2.4) между линейными упорядоче- 
ниями и коническими множествами в Е взаимно однозначно. Если 8 —С, 
©’ —. С’, то 8 < 9’ эквивалентно СС С’. Если {97} произвольная система 


линейных упорядочений, 9т —. Ст, ® = [] Эти С = [|] Ст, то ^. С. Система 
я т 
{@т} ограничена сверху в @ тогда и только тогда, когда существует 


коническое мноэжество, содержащее все Ст. Если это условие выполнено, 


то сумме о Эт соответствует коническое множество > Ст. 


$ ф 
Линейное упорядочение © назовем минимальны м, если всякое 


линейное упорядочение, содержащееся в 9, либо пусто, либо совпадает 
с ©. Легко видеть, что линейное упорядочение минимально тогда и только 
тогда, когда соответствующее ему коническое множество есть луч К, = 
={^л; ОФ ^<«- <}, где х—некоторый элемент Ё, о котором мы гово- 
рим в этом случае, что он порождает минимальное линейное упоря- 
дочение 9. 

Линейное упорядочение ® назовем максимальным, если не суще- 
ствует линейных упорядочений, содержащих ® и отличных от него. 

ТЕОРЕМА 2.3. Линейное упорядочение линейной системы Е макси- 
мально тогда и только тогда, когда оно точное. Всякое линейное упо- 
рядочение может быть представлено как пересечение системы точных 
линейных упорядочений, мощность которой не выше мощности Е. 
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Доказательство ведется так же, как и доказательство анало- 
гичной теоремы 1.2 относительно произвольных упорядочений. 

Сформулируем сначала леммы, подобные леммам 1.3, 1.4 и 1.5. 

ЛЕММА 2.2. Всякая точно упорядоченная система линейных упорядо- 
чений ограничена сверху в ®. 

ЛЕММА 2.3. Если линейное упорядочение 8 не точное, то, каковы 
бы ни были элементы | у, [8], существует такое линейное упорядоче- 
ние ©’ 9, что х,< у, [9'|. 

ЛЕММА 2.4. Если линейное упорядочение ® не будет точным, то, 
каковы бы ни были элементы х, || у, [8], существует такое точное линей- 
ное упорядочение ®’`> 9, что < у [9']. 

Лемма 2.2 непосредственно следует из леммы 1.3 и теоремы 2.1. 

Доказательство леммы 2.3. Пусть С =Е*[9]. Если 2. =у,— 
—л., то 2,||0[8]. Если мы покажем, что множество С’=С--В., кони- 
ческое, то соответствующее ему линейное упорядочение @” будет иско- 
мым упорядочением. Свойства 1° и 2 конических множеств для С’ вы- 
полняются. Допустим, что УЕС’ и одновременно —УЕС’. Тогда 


у=х- А, где ЕС, ^=0, 
—у=х’--^'’2., где г’ЕС, Х’>0, 


откуда 

(#2) -ВО-»’) 2 =0 
и 

дя = О - №) 2.. 
Так как 

2-2’ > 0[3], 
а 
в при и 
о, ани 

то АА =0, т: е, А=А’=0, откуда у=х= —2'’=0, так как хи. 


принадлежат коническому множеству С. Итак С’ обладает и свойством 3°. 
Доказательство леммы 2.4 и окончательный вывод теоремы 2. 2 ведутся 
совершенно так ще, как и соответствующие доказательства $ 1 с той 
лишь разницей, что все рассматриваемые здесь упорядочения линейны. 
Замечание 2.1. Представление ЭЕ © в виде пересечения точных 
линейных упорядочений, вообще говоря, не единственно. | 


$3. Класеификация линейных упорядочений. Регулярные упорядочения 1 

В дальнейшем мы будем предполагать, что рассматриваемые линей- 
ные упорядочения удовлетворяют одной или нескольким из следующих 
аксиом: 

АКСИОМА В. Если для элемента ФЕЁЕ луч Ю; ограничен сверту. 
но не ограничен снизу, то < 0. 
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АКСИОМА Н*. Для всякого элемента х>0 луч Р. не ограничен 
сверху. 

АКСИОМА Н. Если для элемента хЕЁЕ луч В, ограничен и сверху 
и снизу, то т=0. 

Будем для краткости записывать, что ФЕ © есть, например, Эн 
(или ОЭв,н), если © удовлетворяет аксиоме Н (соотв. аксиомам В и Н). 


Если © есть Эк, то будем говорить, что @ — регулярное упорядо- 
чение. 


Легко видеть, что аксиома Н представляет собой усиление акси- 
омы Н*”. Линейное упорядочение Он (Фн., не' являющееся О) назовем 
однородным (соотв. слабс-однородным). 

Однородное (слабо-одногодное) регулярное упорядочение условимся 
называть архимедовым (соотв. слабо архимедовым) (см. (?)). 
Легко видеть, что © есть Эв,н. тогда и только тогда, когда © удовле- 
творяет следующей аксиоме: 

АКСИОМА А*. Если для элемента ЕЁ луч В, ограничен сверху, 
то либо х < 0, либо т|0; в последнем случае В. ограничен и снизу. 

Аналогично—следующая простая аксиома характеризует архимедовы 
упорядочения: 

АКСИОМА А. Если для элемента хЕЁЕ луч В» ограничен сверхи, 
По -=0) 

Замечание 3.1. Очевидно, пустое упорядочение удовлетворяет 
всем только что введенным аксиомам. 

Назовем упорядочение собственным, ебли для него выполняется 

АКСИОМА ПТ. Для любых двух элементов ЕЕ, УЕЕ существует 
элемент 2 ЕЕ такой, что 5 = ти >. 

Следующая лемма очевидна: 

ЛЕММА 3.1: Каждое из следующих условий характеризует соб- 
ственное личейное упорядочение ®, т. е. эквивалентно аксиоме ПЛ 
в предположении, что аксиомы Ги П выполнены: 

[1] Всякий элемент ЕЕ может быть представлен в виде 

ПЕ 0, (3.1) 
0, = 0[3]. 

[2] Если С=Е* [3], то Е =Б(С). 

Наконец, нам понадобятся еще следующие аксиомы: 

АКСИОМА К*. В Е существует такой положительный элемент и, 
что для всякого положительного ЕЕ \и>х, коль скоро число 
> 0, зависящее от т, достаточно велико. 

АКСИОМА К. Для любых двух положительных эмементов ЕЁ, 
уЕЕ существует число Х`>0, при котором № > у и №у> ах. 

Собственное линейное упорядочение, удовлетворяющее аксиоме К*, 
будем называть осевым упорядочением, а элемент и осевым 2ле- 
ментом. 

Собственное линейное упорядочение, удовлетворяющее более сильной 
аксиоме К, будем называть открытым упорядочением. Очевидно, 
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что открытое упорядочение представляет собою такое осевое упорядоче- 
ние, при котором всякий положительный элемент будет осевым. 


Замечание 3.2. Линейная система с осевым упорядочением содер- 
жит бесконечное множество осевых элементов: если и — осевой элемент, 
то всякий элемент и >и также осевой. 


Замечание 3.3. Если @ — осевое упорядочение, то осевой элемент 
иЕЕ может быть охарактеризован следующим свойством: каков бы ни 
был элемент ЕЕ, найдется такое число \Х`>0 (зависящее от 1х), что 
Ли > 4[9]. Действительно, так как ® — собственное линейное упорядо- 
чение, то всякий х может быть представлен в виде (3.1), и достаточно 
взять такое Х`>0, ятобы №и > т,. 


Будем говорить, что Е конечномерная (именно, п-мерная) 
линейн%я система, если наибольшее число линейно независимых в В 
злементов будет равно п. Под естественной топологией 
в П-мерной линейной системе Е мы понимаем единственную топологию. 
в Е, относительно которой линейные операции в Ё непрерывны. Она 


может быть введена посредством метрической функции р(х, у) = 
1 


% ь % % 

=(>\е- ре где а - у= Улие, ав ЕЕ (&=1,2,..„п)— 
1=1 1=1 1=1 

фиксированные линейно независимые элементы. В дальнейшем все 

топологические понятия — «замыкание», «внутренняя точка» и т. п. — 

будут пониматься в смысле естественной топологии в п-мерной линей- 

ной системе. | 


Пусть @ — какое-нибудь фиксированное линейное упорядочение линей- 
.ной системы Ё. Возьмем произвольный элемент 2 ЕЁ и соответствующий 
луч В,. Возможны следующие случаи: 

1) В. не ограничен ни снизу, ни сверху, 

2) В. ограничен только снизу или только сверху, не будучи огра- 
ничен с другой стороны, 

3) В. ограничен сверху и снизу. 

Нейтральный элемент 2 Е Е назовем соответственно элементом 1-го, 
2-го или 3-го рода, если В. обладает свойством 1), 2) или 3). 

ТЕОРЕМА 3.1. Линейное упорядочение © регулярно тогда и только 
тогда, когда всякий нейтральный элемент линейной системы Е [8] либо 
1-го, либо З-го рода. 

Линейное упорядочение ®, удовлетворяющее аксиоме Н*, однородно 
тогда и только тогда, когда всякий нейтральный элемент линейной 
системы Е [8] либо 1-го, либо 2-го рода. 

Линейное упорядочение @®, удовлетворяющее аксиоме Н*, архимедово 
тогда и только тогда, когда все нейтральные элементы линейной 
системы Е[З] 4-го рода. 

Все утверждения теоремы вытекают непосредственно из соответ-. 
ствующих аксиом. 
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Введем следующие обозначения: если х и у— линейно независимые 
элементы ЕЁ, то Е,, будет обозначать плоскость или двумерную 
подсистему Е, порожденную элементами х и у, иначе говоря, линейную 
оболочку над х и у, состоящую из элементов вида Ах ву, где Х и в 
принимают независимо всевозможные действительные значения. Далее, 
‘обозначим через С„, пересечение С [] Ех, где С — коническое множе- 
ство в А. | 

Следующие леммы выясняют «геометрический» смысл свойств огра- 
ниченности лучей ДН... 

ЛЕММА 3.2. Пусть С-— произвольное коническое множество в Е. 
Если Е” — конечномерная линейная подсистема Е и элемент & принад- 
лежит замыканию С’ множества С'=СПЕ’ в Е’, то существует 
плоскость Ез,, содержащая 2 и такая, что = принадлежит замыканию 
Ср множества С„=С Г] Е в Ели. 
> Доказательство. Если Е” — линейная оболочка над С’, то Е”"С Е’ 
и 26 Е”. Коническое множество С", рассматриваемое как подмножество Е”, 
содержит внутреннюю точку х. Тогда все точки отрезка 25 = {2 - (4 —в) т; 
0=«=< 1}, кроме, может быть, точки 2, принадлежат С’, т. е. при 


О=«<1 
аз + (1—а)х > 0. (3.2) 


Если положить, например, у=+ (2+2), то ЕЁ,, будет требуемой пло- 


скостью. 

ЛЕММА 3.3. Пусть 2 — элемент линейной системы Е [8], С — кониче- 
ское множество, соответствующее линейному упорядочению 8, тогда 

(а) В, ограничено снизу [@] тогда и только тогда, когда существуют 
такйе линейно независимые положительные [8] элементы т и у, что 2 
принадлежит замыканию конического множества Сьу в Езу. 

(Ь) В: ограничено сверху и снизу тогда и только тогда, когда можно 
подобрать такие линейно независимые положительные [8] элементы х 
и у, что 2 принадлежит одновременно границам (в Еху) множеств Сху 
ий — С. и 

Доказательство (а). Предположим, что 2ЕС„у, где х и у— 
линейно независимые элементы С, а замыкание берется в плоскости Ех. 
Тогда все точки отрезка а <а«=< 1}, кроме, может 
быть, точки 2, принадлежат С, т. е. неравенство (3.2) справедливо 
для О<«< 1. Тогда будем иметь 


(3.3) 


Когда © пробегает полусегмент [0, 1), —— т принимает все неотриия- 
тельные значения. Таким образом, (3.3) О 


Ни Ва (3.4) 
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== 


Обратно, если А, ограничено снизу, то для некоторого хЕЁ ‘имеет 
место (3.4). Иначе говоря, 


А22>-т 


для О<^<-Н<. Полагая я“= будем иметь (3.3), а следова- 


я 
Е 
1 

тельно, (3.2) для 0 <а«<\1. Если взять, например, у=- (5 -{ 2), то оче- 
видно, что 5 ЕСуу. 

Доказательство (Ъ). Предположим, что 5’=< А, = 1". Применяя 
(а) последовательно кзик—2, мы увидим, что существуют такие 
пары линейно независимых положительных элементов х,,%9, и х,, У,, 


что 2ЕСхи и 2Е(—С.„,.)= — Си, соответственно, в плоскостях Ежи, 
и Е’... Возьмем Ё-мерную линейную подсистему Е’ = [.(%,, У,, Х,, У»), 
ме 2=&=4, и внутреннюю точку и (в Е’) конического множества 
С'’=СПЕ’. Очевидно, мы получим требуемую плоскость Ех, если 
Й 

положим, например, х=а, -у=> (и- 2). Необходимость условия, 
таким образом, установлена. Достаточность следует непосредственно 
из утверждения (а). 

ЛЕММА 3.4. Пусть + и у нейтральные элементы линейной 
системы Е [8] и хотя бы один из лучей В: и Ву, скажем, Вх, не огра- 


ничен сверху. Тогда, если х-у|0[8], то &--у не может быть эле- 
ментом 3-го рода. 


Доказательство. Допустим, что Х-Ру нейтральный элемент 
3-го рода. Тогда в силу леммы 3.3 


=-РУЕС,,, [] (—Сш), (3.5) 


где и и о— некоторые линейно независимые элемепты конического мно- 
жества (=Е*. Возьмем подсистему Е’=Г(х, у, и, 9), которую можно 
рассматривать как А-мерное евклидово пространство (2—4) 
с обычной нормой: если {е,е,,..., ек} — фиксированный линейный 


К К 
базис и х= Убив то |х||= о 1 в Пусть С’=С [Г Е’. Так как 
1=1 1=1 

хЕЕ° [3], уЕЕ*° [98], то в силу леммы 2.3 коническое множество С” 
может быть погружено в коническое множество С”С- Е’, содержащее 
хиу. Более того, С” можно выбрать таким, чтобы х оказался вну- 
тренней точкой (в Е’) множества С”. В самом деле, А, не ограничено 
сверху, поэтому по лемме 3.3 хЕ(—С..х,), какова бы ни была пло- 
скость В..х,. Следовательно, раз Е’ имеет конечное число измерений, 
х отстоит на расстоянии 28>0 от —С’. Тогда сфера 5(5;8)= 
= {х';|х—2'||<8} не пересекается с — С”, т. е. при |%||< 5 


с ®Е— С’. | (3.6) 


УПОРЯДОЧЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 217 


Предположим, что у уже принадлежит С”, и возьмем множество 


С=— Ш [65:5]. 
0<) < 
Чтобы показать, что С” будет коническим множеством, достаточно 
установить, что С” обладает свойством 3°. Допустим, что оно нару- 
шается, т. е. для некоторых у, ЕС’, у, ЕС’, №, ЕЁ’, и,ЕЕ’ с |9, || < 5, 
|, |< 8 и ^,>0, №,=0 е ^,- >, >0, 


у. Е ^, (1 %,) = — =, (5%). 


Тогда 


4 Ла 1 
+ (дати, ) = ед У), (3.7) 


что противоречит (3.6), так как в левой части (3.7) стоит элемент 
сферы 5 (5; 5), ав правой — элемент множества — С’. Итак, коническое 
множество С” содержит коническое множество С” и точки хи у, причем 
х— внутренняя точка С”. В пространстве ЕЁ’ существует линейный 
функционал } такой, что С” лежит в полупространстве > 0. Так как 
х—внутренняя точка (”; то х отстоит на положительном расстоянии 
от гиперплоскости с уравнением /=0, откуда }(х) >0. Следовательно, 


1(#-- у) =7 (2) - 7 (у) > 1 (2) > 0. 


С другой стороны, } неотрицателен на множестве С”, следовательно, 
неотрицателен на С„СС’СС” и на С, и в силу (3.5) 


1(е-у)=0. 


Полученное противоречие доказывает лемму. 
Если 9 — минимальное линейное упорядочение, то в силу леммы 3.3 
всякий элемент 26 Е°[Э] будет 1-го рода, и тем самым © регулярно. 
Всякое максимальное точное линейное упорядочение ® также регу- 
лярно, так как в этом случае Е° [9] пусто. Следовательно, согласно 
результатам $ 2 всякое 8 Е© содержится хотя бы в одном регулярном 
линейном упорядочении. Более того, справедлива 
ТЕОРЕМА 3.2. Для всякого линейного упорядочения 8 существует 
наименьшее регулярное линейное упорядочение ®’ > @, т. е. такое, что 9’ 
содержится во всяком регулярном линейном упорядочении, содержащем 9. 
Замечание 3.4. Существование такого линейного упорядочения, 
которое мы будем называть регулярной оболочкой над 9, не 
следует прямо’из существования хотя бы одного регулярного линей- 
ного упорядочения, содержащего @, так как пересечение регулярных 
Упорядочений, вообще говоря, само не регулярно. 
Доказательство теоремы 3.2. Пусть .@ — заданное линейное 
упорядочение и С=Е* [9]. Мы определяем коническое множество С”, 
соответствующее искомому линейному упорядочению 9’, как множество, 
получающееся из С присоединением к С тех элементов 26 Е°[9], для 
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которых лучи АВ, ограничены снизу, но не ограничены сверху. Пока- 
жем, что С’— коническое множество. Свойство 2° очевидно. Чтобы уста- 
новить свойство 14°, возьмем какие-нибудь два элемента ЕС’, УЕС’ и их 
сумму 2=х-у. Согласно лемме 3.3, существуют такие пары линейно- 
независимых элементов {х,,х,} СС, {у,, у,} СС, что ТЕ УЕ Си» 
соответственно в плоскостях Ё.»», и Е, Тогда = принадлежит замы- 
канию (С, конического множества С, =С [] Е,, где Е, = Г. (2,, х,). В силу 
леммы 3.2 2ЕС.„, где иЕС, а замыкание берется в Е... 

Следовательно, возможны два случая: 1) 2ЕСи2) Е Е° [8], но (согласно 
лемме 3.3) 2 не является элементом 1-го рода. В первом случае ЕС’. 
Во втором случае хи у удовлетворяют условиям леммы 3.4, следова- 
тельно, 2 не будет элементом 3-го рода. Остается предположить, что 
элемент 2 2-го рода, а так как А, и В, ограничены снизу, то А, огра- 
ничено снизу, и 2ЕС’. 

Установим теперь свойство 3°. Предположим, что существует эле- 
мент 2-0, принадлежащий С’ [] (—С°), т. е. 


30’ (3.8) 
$ РЕСА (3.9) 


Сотласно определению С’ й лемме 3.3 из (3.8) и (3.9), соответственно, 
следует 


В, > 9, [8], (3.10) 
В_.=—В, > 9, [9], (3.41) 

где о, ЕЁ, о, ЕЕ. Итак, 
9, < А, < — 9, [9]. (3.12) 


В силу (3.3), (3.9) и (3.12) & нейтральный [9] элемент 3-го рода, что 
противоречит определению С”. 

Итак, С’— коническое множество, соответствующее некоторому линей- 
ному упорядочению Я’. Очевидно, 9’> 9. 

Упорядочение @®’ регулярно. Предположим противное, т. е. что Е 
содержит нейтральный элемент 2 2-го рода [9']. Легко видеть, что 
благодаря соотношению @’> 9 д может быть только нейтральным 
элементом [9] и притом 1-го или 2-го рода. Не ограничивая общности, 
мы вправе предполагать, что луч А, ограничен снизу [9’]. Тогда для 
некоторых 2, Е С”, х, ЕС’ в плоскости Е, 26 С’... Согласно построению 
С’ для д, м 1, можно подобрать такие пары элементов {2.1, 2..} СС, 
{21, 2,,} СС, Что 2, Е Сана» и 2,6 С», „„, соответственно, в плоскостях 
Ех к, И Ех, х.. Тогда 2 принадлежит замыканию конического множе- 
ства С, =СПЕ,, где Е, =. (2.1, 2, 2,1, 2,,) — К-мерная линейная под- 
система (2 < < 4). В силу лемм 3.2 и 3.3 луч В, ограничен снизу [9] 
и 2 — нейтральный элемент 2-го рода.[9]. Следовательно, 26 С’. Мы пока- 
зали тем самым, что @’ регулярно. 
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Если теперь 9” — произвольное регулярное линейное упорядочение, 
содержащее ©, то, очевидно, ввякий нейтральный элемент 2-го рода [9] 
непременно > о[©”] или < 0[9"]. Таким образом, ©’ действительно 
есть наименьшее регулярное линейное упорядочение, содержащее 9. 


8 4. Архимбедовы и однородные упорядочения 


ТЕОРЕМА 4.1. Пересечение любой системы и сумма конечного числа 
(если она существует) архимедовых упорядочений суть архимедовы 
упорядочения. 

Доказательство. Пусть дана система линейных упорядочений 
2 (индекс у пробегает какое-то множество Г), причем каждое ОТ есть 

д. Рассмотрим 9 = [|] 9". Если для ‘некоторых элементов ЕЁ, уЕЕ 


т 

Вх = у [9], 
то, каково бы ни было 1ЕГ, 

В <у[9"]. 
Отсюда, в силу аксиомы А, 

х=0[9"] 
также для всех у ЕГ, т. е. 

х = 0 [9]. 


Мы видим, что аксиома А выполнена для 9. 
Предположим, что некоторое подмножество (©, состоящее из п 
архимедовых упорядочений 9", 9*,..., 9", ограничено сверху в ©, и пусть 


= у. Из теоремы 3.1 и леммы 3.3 непосредственно следует, что 
1=1 

архимедово упорядочение @ может быть охарактеризовано следующим 

свойством соответствующего конического множества С = Ё*[8]: каковы 

бы ни были линейно независимые элементы ЕС, УЕС, коническое мно- 

эжество Си =С Еж замкнуто в Еж. Если 9.0 (1=1,2,..., п) 


п 

и е= 9: С, то нетрудно убедиться, что коническое множество С 
1=1 

обладает отмеченным свойством, если им обладают все С". 

Пусть {9"} — произвольная система архимедовых упорядочений, а 
©’ — некоторое архимедово упорядочение, содержащее все ©. Согласно 
теореме 4.1, среди архимедовых упорядочений ®@’, содержащих все 
9, существует наименьшее, именно, пересечение всех таких 9’. Таким 
образом, совокупность ®д архимедовых упорядочений линейной системы 
Е оказывается замкнутым уУпорядоченным множеством. Но ©) нельзя 
рассматривать как замкнутое подмножество ©, так как точная верхняя 
граница системы {©'} С бл в @\ не совпадает, вообще говоря, с суммой 
УОТв © в том случае, когда система {9"} бесконечна. Система {9"} 
53 
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может быть даже не ограниченной сверху в ©), будучи ограниченной 
сверху в ©. 

Следующая теорема устанавливает связь между архимедовыми и одно- 
родными упорядочениями. 

ТЕОРЕМА 4.2. Если 89’ и 9’ есть 9'’_, то упорядочение @ одно- 
родно. Обратно, всякое однородное упорядочение ® содержится в неко- 
тором архимедовом. Наименьшее архимедово упорядочение, содержащее 
заданное однородное упорядочение ®@, совпадает с регулярной оболочкой 
над 9. 

Доказательство. Пусть 9’ есть 9’ и 8< 9’. Предположим, что 


для некоторого ЕЁ 
У = Вх = > [2], 


где у, ЕЁ, у-ЕЕ. Так как 9 < 9”, то из (4.1) следует 
у, = Вх = У» [9], 


откуда х=0, потому что линейное упорядочение 9’, будучи архимедо- 
вым, однородно. Мы видим, что @ удовлетворяет аксиоме Н. 

Чтобы доказать остальные утверждения теоремы, достаточно пока- 
зать, что регулярная оболочка ©’ над произвольным однородным упо- 
рядочением @ сама однородна. Обозначим через С и С’ конические 
множества, соответствующие линейным упорядочениям © и 9’. Прел- 
положим, что ЕЁ содержит такой элемент 5, что луч А, ограничен сверху 
и снизу [9]. В силу леммы 3.3 26 С. (— Си), где х и у— некоторые 
линейно независимые элементы С’. Согласно построению С” (см. доказа- 
тельство теоремы 3.2) хЕС;.»., УЕСии:, где {1, 2, и {9,, у,} — неко- 
торые пары линейно независимых элементов конического множества С. 
Беря подсистему Е, =Ё.(х,, 2,, 9, 9,), будем иметь: ё6С, ЕО 
где С, — пересечение С с плоскостью, проходящей через 2 и какую- 
нибудь внутреннюю (в Ё,) точку конического множества С, =С [Г] Е,, 
и замыкание берется в этой плоскости. Следовательно, в силу леммы 3.3 
В, ограничено сверху и снизу [9], а так как © есть Он, то &=0. 
Мы видим, что линейное упорядочение ©’ также однородно, и теорема 
тем самым доказана. 

Следствие 1. Если 8 < 9’ и 9’ есть Э9ц, то 9 тоже однородно. 

Этот факт вытекает также из первой части доказательства теоре- 
мы 4.2, где используется только однородность упорядочения 9’. 

Следствие 2. Пересечение произвольной. системы однородных 
упорядочений однородно. 


$5. Открытые и осевые упорядочения 


Следуя Ю. Сирвинту(*), мы скажем, что множество КЗ есть 
окружение элемента 2,65 (или: 5 окружает х,), если для 
всякого УЕЁ можно подобрать число 8`>0 (зависящее от х, и у) 
такое, что при 


я 
— 


2, -- ву. (5.1) 
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5 будет называться открытым окружением элемента х,, если 
для всякого уЕЁ можно подобрать числа 8, > 0, 8, >0 (зависящие от 


26 и) такие, что (5.1) имеет место при —8, “в <%,, но т, —8.уЕ5, 
1. 3.уЕ5. 

ЛЕММА 5.1. Собственное линейное упорлдочение ОЕ ® будет осе- 
вым упорядочением тогда и только тогда, когда коническое множество 
С=Е*[®] окружает хотя бы один из своих элементов. Элементы, 
окруженные множеством С, и только они суть осевые элементы ли- 
нейной системы Е [3]. 

Доказательство. Предположим, что © осевое линейное упоря- 
дочение, и — какой-нибудь осевой элемент Е [9]. Возьмем произвольный 
уЕЁЕ. Тогда (см. замечание 3.3) для =» >0 


ли >у м>-у (5.2) 
откуда, полагая п = я ‚ получим 
и—ву>0, и-ьу>0, (5.3) 


или (5.1) при |в| =8=х . Мы видим, что Е*[9] окружает и. 
Обратно, если Е*[®] будет окружением элемента и, то имеет место 

(5.1) при |№| < 5, где 6 зависит от у. Полагая ^ — 5» будем иметь (5.2) 

при ^> - ‚ откуда, так как УЕЁ взят произвольно, следует, что и — 


осевой элемент. 

Из только что доказанной леммы непосредственно следует 

ЛЕММА 5.2. ЗЕ Сб есть открытое упорядочение в том и только 
в том случае, когда Е* [8] служит окружением всякого своего отличного 
от нуля элемента. 

Замечание 1. В леммах 5.1 и 5.2 мы, очевидно, вправе 
заменить коническое множество С = Е" множеством положительных 
элементов С = С`\ {0}. 

Пусть © — оссвое линейное упорядочение, С =" [8], и — какой-нибудь 
фиксированный осевой элемент. Рассмотрим элементы вида 2 (^) =и-Н^у, 
где уЕЁ фиксирован. Предположим, что 


Ло = р {^; х(№ЕС} (5.4) 
— конечное число. Если 


2(%)=в-Р^\УЕС, 


то 2 (7) не будет осевым элементом, так как, очевидно, С не окружает 
2(^.). Обозначим через С’ множество, получаемое из С удалением 
элементов 2 ().,), где \, определяется для некоторого ЕЕ с помощью 
(5.4). Докажем, что С’ будет множеством осевых элементов линейной 
системы ЕЁ [9]. Всякий осевой элемент ФЕЕ[9], очевидно, входит 


9% 
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в С’. С другой стороны, легко видеть, что С’ выпукло и является от- 


крытым окружением элемента и. Тогда в силу теоремы 11 из (*) С’будет 
открытым окружением всякого своего элемента. В силу леммы 5.2 и за- 


мечания 5.1 коническое множество С” = С’ |] {0} определяет некоторое 
открытое линейное упорядочение 9’. Так как 9’ < 9, то всякий поло- 


жительный [9’] элемент, иначе говоря, всякий элемент ИЕС с будучи 
осевым элементом для Е[®'], будет осевым элементом и для Е [9]. 
Итак, нами доказана 

ТЕОРЕМА 5.1. Для того чтобы 8 Е © было осевым упорядочением, 
необходимо и достаточно, чтобы @ содержало некоторое открытое 
упорядочение. Среди открытых упорядочений, содержащихся в осевом 
упорядочении @, существует наибольшее ®’ (т. е. содержащее всякое 
открытое линейное упорядочение 9” < 9), которое может быть опре- 
делено так: 1 > у[9'], если х— У осевой элемент для Е [2]. 

©’ будем называть открытым ядром осевого упорядочения ®. 

Благодаря лемме 5.2, легко доказывается следующая | 

ТЕОРЕМА 5.2. Сумма произвольной ограниченной сверху системы 
открытых упорядочений есть открытое упорядочение. Пересечение 
конечного числа открытых упорядочений, если оно не пусто, является 
открытым упорядочением. 

Доказательство. Предположим, что система открытых упоря- 


дочений {©т} ограничена сверху в ®. Пусть 9 = У, Отит > Ст (1ЕГ), 


т 
п 


9-—.С. Произвольный элемент хЕС представляется в виде х= р Ф 
1=1 


где 2.6С\“, 1ЕГ=1, 2;..., п). Возьмем любой уЕЕ. Тогда 
в ъ 
-ру= Ха. ву = У («+ у) 
1=1 151 


Так как всякое 9% есть открытое линейное упорядочение, то эх; 


+ К УЕС" при || <&. Беря |[в| <п ша 6, %,,..., 8}, получим 
д. УЕС" (= ра. 
откуда 


2 вуе У Сис С. 


+= 


Второе утверждение теоремы прямо следует из очевидного замечания, 
что пересечение конечного числа окружений элемента 2, Е Е также окру- 
жает х,. 


УПОРЯДОЧЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 223 


$ 6. Положительные линейные функции 


Действительную функцию 1 (5), заданную на линейной системе Е, 
назовем линейной функцией, если 


1 (Аз 5 р) = 7 (2) 7 (У), 


каковы бы ни были элементы тЕЁ, УЕЁЕ и действительные числа *. иы. 

Совокупность всех линейных функций, заданных на ЕЁ, которая, 
очевидно, сама образует линейную сист. му, будем обозначать через Р. 

ЛЕММА 6.1. Если Е’ — произвольная линейная подсистема линей- 
ной системы Е, а }(х)— линейная функция, заданная на -Е’, то 
существует линейная функция }(х) на Е, совпадающая с }’(х) на Е’. 

ЛЕММА 6.2. Каков бы ни был элемент ЕЕ, существует линей- 
ная функция К ЕЕ такая, что ($) =1. 

Обе леммы могут быть доказаны совершенно так же, как соответ- 
ствующие (даже более сильные) утверждения в теории линейных функ- 
ционалов в банаховых пространствах (см. (*)). 

Возьмем какое-нибудь фиксированное линейное упорядочение ЗЕ С. 
Линейную функцию ЕЁ назовем положительной, если она неотри- 
цательна на коническом множестве С =Е* [83] и }(х,) 30 хотя бы для 
одного элемента 2 ЕС (°). 

Если Ё’— произвольная линейная подсистема Е, то © порождает 
в Е’ некоторое линейное упорядочение ©’, так как Е”, будучи подмно- 
жеством упорядоченного множества, сама оказывается упорядоченной. 
Если ЕС фиксировано, то все понятия; относящиеся к Ё’ и базирую- 
щиеся на упорядочении, будут пониматься в смысле упорядочения 9’, 
порождаемого упорядочением 8. 

ЛЕММА 6.3. Пусть’ — осевое упо рядочение линейной системы Е, Е" — 
линейная подсистема Е, содержащая хотя бы один осевой элемент Е. 
Тогда для всякой положительной линейной функции РГ (1), заданной 
на Е’, существует положительная линейная функция }(2), заданная 
на Е, которая на Е’ совпадает с Г’ (%). 

И Е о 
некоторое порядковое число) — система линейно независимых элементов Ё 
такая, что ВСЕМ Е’ и Г.(Е’, В)=Е. Определим последовательность 
(вообще говоря, транефинитную) линейных подсистем в Ё: 


С СЕ Сок Оку) 
положив: 
’. 
Е, =Ё’; 
если Ё, определены для ' < х, то 
Г(Е,-1, <,), если х—1 существует, 
к.-| ОЕ,, если х— предельный индекс. 
(<х 
Для того чтобы получить требуемую линейную функцию, достаточно 
поетроить последовательность положительных линейных функций } на 
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Е, (0<х< у) такую, что }, (5) =] (2) (+ЕЁЕ,) и при‘ <х] (2) =} (+) 
на Е. (0 <=, <х< у). Построим такую последовательность. 

Так как открытое ядро 9* осевого упорядочения @ является соб- 
ственным линейным упорядочением, то можно предположить (см. лем- 
му 3.1), что все 1, положительны [91], т. е. будут осевыми элементами. 

Полагаем ], (5) =]” (1) на Е.. 

Предположим, что /. определены для всех ‹ <х. Если х— предельное 
число, то ], определены на Ё, автоматически. Рассмотрим случай, когда 
существует число х—1. Тогда всякий элемент уЕЁ, однозначно пред- 
ставляется в виде у=х-Р^х,, где ЕЕ, 1, ^— действительное число. 
Обозначим через И,, У, подмножества Ё,_1, состоящие из положитель- 
ных элементов, соответственно, меньших и больших т,. (0, и Г, не 
пусты в сплу а выше предположений относительно Ви (И, < ТУ,,. 
Так как линейная функция ],_!, заданная на Ё,_:, положительна, то 
Е" (6), каковы бы ни были вЕ0,, о ЕТ,. Следовательно, 
& = ар [+1 (и) = ПА! (9) =8,, где вар и шЁ берутся, соответственно, 
по О, ий Г,. Определим теперь }, следующим образом: если уЕЁ,, 
то (у =рЬ (а №х,) = 1 (2) №, где в» — произвольное чиело, удов- 
летворяющее неравенствам 5, < в» < В». Легко видеть, что ], — положи- 
тельная линейная функция на ЁЕ,‚, совпадающая с },-1 на Ё,-1. После- 
довательность {/,\ оказывается полностью определенной. 

Изложенное доказательство по существу совпадает с доказательством 
одной теоремы, принадлежащей М. Крейну (°), в которой внутренние 
точки конуса являются осевыми элементами упорядоченного банахова 
пространства. 

ЛЕММА 6.4. Если 9Еб удовлетворяет аксиоме Н*, то, каков бы 
ни был элемент и > 0[9], существует осевое упорядочение ао 
такое, что и является осевым элементом Е [9]. 

Доказательство: Пусть В== (5, у. Одес. Л Фо 31 
вполне упорядоченный линейный базис в Ё, т. е. все х. (любое конеч- 
ное число их) линейно независимы и 2 (В)=Е. Можно предположить, 
чтонЕВ. Пусть далее” Виля. 3: Ор 9, Ви 
Е‹=Ё (и, В). Еела С=Е* [9], то обозначим С. =С [| Еь, С« =СП Ес. 

Возьмем произвольную плоскость Ес. Из аксиомы Н* и леммы 3.3 
следует, что; каково бы ни было с, элемент и не принадлежит границе 
— Сс в Ес. Иначе говоря, возможны следующие случаи: 1) и лежит внутри 
Сс; 2) С: имеет внутренние точки, но и лежит на границе С, причем 
в Е: существует нейтральный [9] элемент 2: такой, что все элементы 
вида о при, 0 =*< 1 также нейтральны [9]; 3) Со вырож- 
дается в луч А,; последнем случае в Ех существуют нейтральные 
элементы 25 и = лежащие по разные стороны от прямой Д,. 


Определим теперь индуктивно возрастающую  последовательность 
линейных упорядочений 


ор = 


Л 


Иа), (6.1) 
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задав их соответствующими коническими множествами 
С С о Ма, (Оо) 


Для определения (С° рассмотрим плоскость у. Если в ней для и 
имеет место случай 1), то полагаем С°=С.. Если же имеют место слу- 
чаи 2) и 3), то за С° берем коническое множество С, расширенное так, 
чтобы к нему присоединилась точка 20 (соотв. точки 2 и 20), что воз- 
можно сделать в силу леммы 2.3. При этом, очевидно, и окажется 
внутренней точкой конического множества С°в Е, = Во. 

Допустим теперь, что определены ©? для 0 <р< о, причем так, что 
какова бы ни была плоскость Е „С Е,, проходящая через и, элемент 
и лежит внутри конического множества С°, = С? Г] Е. Еели в — пре- 


дельное число, то полагаем 9° = й О? (см. лемму 2.2). Если сз 1-го 
0<2<с 

рода, т. е. существует < —1, то 9° определим следующим образом: рас- 
смотрим плоскость Во; если в ней для элемента имеет место случай 1), 
то расширим С._. до конического множества, содержащего Сс, и это 
расширенное коническое множество примем за С°; если имеют место 
случаи 2) или 3), то расширим С._, до конического множества, содер- 
жащего 55 (соотв. 25 и 2), которое и примем за С°. Все эти расшире- 
ния можно произвести двукратным применением построения, указанного 
в доказательстве леммы 2.3. 

Покажем, что С° будет обладать тем же свойством, что и все Сс 
О <= р с, т. е., какова бы ни бьла плоскость Е„СЁ‹, элемент и ле- 


„ит внутри конического множества С°— С° [|] Е„. Для случая, когда 


‹— предельное чиело, это евойство С° очевидным образом сводится к соот- 
ветствующему свойству предшествующих (С?. Если с — число 1-го рода, 
то ЕС Е”, где Е’=Г (Ен, Еъ,..., Е, Ес) — некоторая п- 1-мерная 
линейная подсистема Ё. Наше утверждение следует непосредотвенно из 
того обстоятельства, что в порождающих Ё’ плоскостях и лежит внутри 
конических множеств (3 [|] Е„ = С°-1Г] Е», попредположению индукции 
и внутри С° [|] Ес по ностроению (С°. 
Когда определены линейные упорядочения (6.1), полагаем 


ЕЕ ри 9. 


0<в<: 


7%? 


Легко видеть из построения 9, что, во-первых, 9 = и, во-вторых, 
какова бы ни была плоскость Ё„С Е, элемент и есть. внутренняя 
(в Ё„,) точка пересечения Ё„„ с С= Е* [$]. Но последнее означает, что 
С есть окружение элемента и, т. е. в силу леммы 5.1 и — осевой элемент 
Е [91. Теорема доказана. 

ЛЕММА 6.5. Пусть © — линейное упорядочение, удовлетворяющее 
аксиоме Н*, з— произвольный нейтральный [8] элемент Е 1-го рода, 
01 — минимальное линейное упорядочение, порождениое элемеитом в. 
Тогда линейное упорядочение 9’ = -- ®* удовлетворяет аксиоме Н". 
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Доказательство. Положим С =Е* [8] иС’=Е* [9']. Если т’ ЕС”, 
то д’=х-)^2, где хЕС, ^>0. Как непосредственно следует из 
леммы 3.3, нам достаточно показать, что множество Р `` (— С’) окружает 
всякий элемент х’ЕС’. Это очевидно при х=0 в силу того, что элемент 
Е Е° [2] —1-го рода. Предположим, что для некоторого х’=х-)^2, 
где х 0, множество Е \\ (—С”) не будет окружением. Тогда существует 
такой УЕЁ, что 


т’ ву=я- Аа -ву= — 2, — №2, (6.2) 


где р >0 произвольно мало, а элемент 2. ЕС и число \, >0 зависят 
от р. Из (6.2) получим 


&-Е[(А-ЕА,) & у] = — 2. (6.3) 
Так как Х — элемент 1-го рода [®], то, когда № достаточно мало, 


ла вуЕ(—С) 


и тем более 
: ‚ а 
рн Е(—С), 
откуда 


О ву (марту) (0). (6.4) 


Так как хЕС, то согласно (6.4) левая часть равенства (6.3) не может 
принадлежать —С. Полученное противоречие доказывает лемму. 

ТЕОРЕМА 6.1. Если ВЕ © удовлетворяет аксиоме Н*, то, каков бы 
ни был т, >0[8], существует такая положительная линейная функция 
р на Е, что }, (т) > 0. 

Доказательство. Согласно лемме 6.4 существует осевое упоря- 
дочение 9’> ©, при котором х, будет осевым элементом Е [9']. Возьмем 
на Е’=0,‚. линейную функцию |”, положив }' (\х,) =^. В силу леммы 
6.3 существует линейная функция ЕЁ, которая неотрицательна на 
С’=В* [9] и 0) = Ох, =>. Так, какьС'ЭЕ*[9], то № ш будет 
требуемой функцией. 

ТЕОРЕМА 6.2. Пусть линейное упорядочение ЗЕ ® удовлетворяет 
аксиоме А*. Тогда, каков бы ни был нейтральный элемент 5 линейной 
системы Е [8], либо—в том случае, когда 2 3-го рода, }(2) =0 для 
любой положительной линейной функции }`на Е, либо найдутся такие 
полоэкительные линейные функции Ни },, что 1, (2) >0и 1, (2) < 0. 

Доказательство. Возьмем произвольный элемент 26.2‘[9].\Так 
как © есть Эл., то @ регулярно, и 2 может быть либо 1-го, либо 3-го 
рода (см. теорему 3.1). Если 2 3-го рода, то согласно лемме 3.3 


2ЕС; 0 (==) где хи у некоторые линейно независимые элементы 
конического множества С =Е* [9] и, следовательно, какова бы ни была 
линейная фувкция } ЕЁ, неотрицательная на С, непременно ] (2) =0. 
Если 2— элемент 1-го рода, то —2 также 1-го рода, и так как ©, 
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будучи Эл., будет в то. же время Он., то согласно лемме 6.5 суще- 
ствуют 9’>®@ и 9” > 9, также удовлетворяющие аксиоме Н*, при кото- 
рых 2 > 0[9'], —&> 0[9"]. Согласно теореме 6.4 существуют линей- 
ные функции }, ЕЁ и },ЕЁ, неотрицательные, соответственно, на 
С’ =Е* [9] и С”=Е*[9"] и такие, что }, (2) > 0, /,(—-=- (2) > 0. 
Так как ССС’ |] С”, то теорема доказана. 


$ 7. Сопряженные линейные упорядочения 


Пусть Ё, как обычно, обозначает некоторую линейную систему, Е— 
систему линейных функций, заданных на Ё, @ и %$— совокупности ли- 
нейных упорядочений (соответственно) Е и Р. 

Элементы 1, ЕЕ и}, ЕЁ назовем ортогональными, если /, (2,) = 0. 
Будем говорить, что элемент ЕЕ (№ЕКР) ортогонален к мно- 
жеству НСЁЕ (соотв. ОСЕ), если }(5х,)=0 для всякого ДЕН 
(соотв. /, (2)=0 для всякого ЕД). 

ЛЕММА 7.1. © есть собственное линейное упорядочение тогда 
1 только тогда, когда единственной линейной функцией ортогональной 
к множеству Е* [8] является }=0. 

Доказательство. Необходимость условия следует непосред- 
ственно из леммы 3.1. 

Предпсложим, что @ не будет собственным упорядэчением. Тогда, 
согласно лемые 3.1, Е’=Г.(Е*[9]) не совпадает с Е; и по лемме 6.1 
существует линейная, функция, исчезающая тождественно на Ё’, но не 
равная нулю на всей линейной системе Ё. Тем самым доказана доста- 
точность условия. 

Пусть Г ={#}— какое угодно множество и Х = {1 (#)} — произвольная 
линейная система действительных функций, заданных на Т. Пусть 
5 ={5} — некоторое фиксированное подмножество Т. Под обобщенным 
естественным упорядочением системы Х, определенным фундамен- 
тальным подмножеством 65СТ, мы понимаем линейное упорядо- 
чение 8ЕХ; определенное следующим образом (°): 1, х,[9] (2, ЕХ, 
х,ЕХ), если х, (5) < х,($) для всех 565 и 1, (5) < 1, (55) хотя бы для 
одного $, 65. 

ЛЕММА 7.2. Если © — обобщенное естественное упорядочение системы 
Х, определенное фундаментальным подмножествоч 5СТ, то ®@ у9дов- 
летворяет аксиоме А*. © удовлетворяет аксиоме А тогда и только 
тогда, когда х =0 будет единственной функцией системы Х, тожде- 
ственно исчезающей на 5. 

Доказательство. Предположим, что для некоторых функций, 
я ех дЕл 

№2; = 2, [9] (7.1) 


при всех Х > 0. Рассмотрим значения х, (5), принимаемые функцией д- 
на 5. Все они неположительны, так как, если бы 2,(5.) > 0 для неко- 
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торого 5,65, то неравенство (7.1) нарушалось бы при Ара. Итак, 
1 0 


х, (5) = 0 для всех 565. Если х,(5,) «0 для некоторого 5,65, то 
2, < 0[9]. Если х, (5) =0 для всех $65, то либо х.=0, когда 2, (Е) =0 
(ЕТ), либо х, || 0[8], когда х,(Ё) не обращается тождественно в нуль 
на Т\\ 5. Легко видеть, что во втором случае, каков бы ни был отри- 
цательный [9] элемент х.ЕХ, ^х, > х.,[9] при любом Х->0. Таким 
‘образом, выполняется аксиома А“. Очевидно, что О удовлетворяет акси- 
оме А тогда и только тогда, когда вторая возможность исключена, т.е. 
когда 5 (#) ==0.(1ЕТ), коль скоро х тождественно равна нулю на фун- 
даментальном подмножестве ©. 

После этих предварительных рассмотрений введем следующее опре- 
деление: если © — произвольное линейное упорядочение линейной 
системы Ё, то обобщенное естественное упорядочение © линейной си- 
стемы ГР, определяемое фундаментальным подмножеством Ё* [3], будем 
называть упорядочением; сопряженным к 9, и записывать 


9=$ (9). 


Если 9=5[9], то линейные функции Ё-0, принадлежащие 
Г* [9], кэк раз являются положительными линейными функциями (при 
фиксированном ©), рассмотренными в $ 6. 

Линейную систему ЁЙ можно, очевидно, рассматривать как линей- 
ную систему функций, заданных на К, если полагать 5х (7) =}(5), где 
ЕЕ фиксировано, а ] пробегает Р. Всякому линейному упорядочению 
ЕС мы ставим в соответствие некоторое линейное упорядочение Е @® 
согласно следующему определению: линейное упорядочение ЗЕ С назо- 
вем сопряженным к ©, если ® есть обобщенное естественное упо- 
рядочение линейной системы Ё = {х (1)} (ЕЁ), определяемое фундамен- 


тальным годмножеством Ё* [$], Это соответствие будем записывать 


@=3(9), 

Пользуясь леммами 7.1 и 7.2, легко доказать следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 7.1. Если 8 — произвольное линейное упорядочение Е 
и 8—=5(9), то @ есть 9д.. Для того чтобы © было архимедовым 
упорядочением, необходимо и достаточно, чтобы @ было собственным 
по рядочением. 

Будем называть ОЕХ слабо собственным упорядочением си- 
стемы А, если х=0 будет единственным элементом, ортогональным 
к Ё*[9]. | 

Следующая теорема двойственна теореме 7.1 и также может быть 
легко получена из лемм 7.1 и 7.2. 

ТЕОРЕМА 7.2. Если ©— произвольное линейное упорядочение Е 


и == [3], то @ есть 9л.. Для того чтобы 9 было архимедовым упо- 
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рядочением, необходимо и достаточно, чтобы 8 было слабо соб- 
ственным упорядочением. 

ТЕОРЕМА 7.3. Если 9’ и ©” — собственные линейные упорядочения 
Е и 9’ = 9", то ф(9’) =ф (9"). 

Доказательство. Пусть 9’-^.С’; 9" -.С”. Возьмем линейные 
упорядочения ©’=‹(9’) 9”"=Ф(9”) и соответствующие конические 
множества С”, С”’вЁ*. Если }ЕС”; то } неотрицательна на С” и, сле- 
довательно; на С’. Если }=0 то, очевидно, ТЕС’. Если же 1-0, то, 
так как по предположению © является собственным упорядочением, 
{ не может быть ортогонально к С” (см. лемму 7.1), т. е. /(7.) >0 для 
некоторого х,ЕС’. Следовательно, ДЕС’, что и требовалось доказать. 

Подобным же образом доказьвается двойственная 

ТЕОРЕМА 7.4. Если ©’, 9"--слабо собственные линейные упоря- 
дочения Е и 9’ < 0", то =(9’) > :(9"). 

ТЕОРЕМА 7.5. Если линейные упорядочения 9'Е би 9"ЕСб удовле- 
творяют аксиоме А* и 9’ -Е 9", то о (9')  +(9"). 

Доказательство. Обозначим через С’и С” конические мно- 
жества, соответствующие линейньм упорядочениям О и 9” а через 


9’ и 9" — сопряженные к 9’ и 0” упорядочения. По предположению ` 
а. Пусть, например, существует некоторый элемент р 
Возможны два случая: 

1) х, — элемент Е°[9”] 3-го рода. Тогда по теореме 6.1 х, ортого- 
нален к ("”.С другой стороны, согласно теореме 6.2 С’содержит линей- 
ную функцию /,, для которой ]{, (2,) >0. Очевидно, ео 

2) т, либо отрицателен [9"], либо нейтральный элемфят 1-го рода 
[2”]. В силу теорем 6.1 и 6.2 можно подобрать такую линейную функ- 
цию }, ЕС’, что /, (1,) < 0. Очевидно, }, ЕС". 

Итак, в обоих случаях С’-+ С”, что и требовалось доказать. 

Линейное упорядочение ЕС назовем рефлективным, если для 
него выполняется равенство 


е=: ($ (9)). (7.2) 


Аналогично, линейное упорядочение ФЕ назовем рефлектив- 
ным, если для него выполняется двойственное равенство 


2=$(:(9)). (7.3) 
ТЕОРЕМА 7.6. Если Е б сопряжено некоторому линейному упо- 


—^ 


|9 


рядочению ВЕЗ, то 98 рефлективно. 
ТЕОРЕМА 7.7. Если ВЕ сопряжено некоторому линейному упо- 
рядочению ЗЕЁ, то ® рефлективно. 


* В этом параграфе черта над обозначением множества или упорядочения озна- 
чает, что последнее относится к линейной системе Е) 
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Доказательство теоремы 7.6. Согласно предположению 


®=е (9), 
где ЗЕХ. Полагаем 
9’ =Ф(9), 9’ ==(9'). 
Мы должны доказать, что 9’=9. Пусть 9—.С, 9’—. С’. Если х,ЕС,. 


то по определению 9’ } (х,) > 0 для всякой линейной функции ] > 0 [9']. 
Так как по теореме 7.2 © есть Эл.; то в силу теоремы 6.1 существует 


такая линейная функция }, > 0[9'], что }(2,)>0. Мы видим, что 
х. > 0[9'], т.е. ССС’ и 8 <’. Предположим, что ©’ >> ®, т. е. суще- 
ствует элемент х,ЕС’`\ С. Так как @ есть @).; возможны два случая: 

1) х, ортогонален к множеству С’=Ё* [2’] или 

2) №№ (х,) < 0, где ЕС’ (см. теоремы 6.1 и 6.2). 

В обоих случаях х, неположителен в смысле линейного упорядоче- 


ния Я’, сопряженного к 9’, т. е. х, ЕС’. Полученное противоречие до- 
казывает теорему. 


Доказательство теоремы 7.7. Предположим, что б-Ф(9)‚ 
где ЗЕС. Введем еще упорядочения 


9' = (9), 9’ =9(9’) 
и конические множества С=Е* [9], С'=Е* [9'’] в Е. Очевидно, что 
9’ > 9. (7.4) 
Допустим, что 9’ > 9, т. е..что существует линейная функция 
ре С. (7.5) 


Так как © есть Ол., то а рг1ог1 возможны три случая: 
1) + Е—С, 

2) /» —нейтральный элемент Г 1-го рода [8], 

3) /, —нейтральный элемент Р 3-го рода [9]. 


Первое предположение противоречит (7.4) и (7.5). Допустим, что {» 
элемент 3-го рода [9] т. е. 


й, = Ру, = й, [9], (7.6) 
где ЕЁ (:=1, 2). В силу (7.4) из неравенств (7.6) вытекает 

й, = В» = й, [2], 
что противоречит (7.5), потому что ” евть ©’л.. 


Таким образом, остается исследовать второе предположение. Возьмем 
двумерную плоскость ГР, СЁ, содержащую [, и пересекающуюся с С. 


УПОРЯДОЧЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 234 


Возможны два случая: 

1) Для. всякой такой плоскости Ё, пересечение С, =СПЕ, состоит 
из единственного луча А„, где 8 зависит от Ё.. 

2) Существует плоскость Р,, содержащая два линейно независимых 
элемента 5, ЕС, &,ЕС. 

Рассмотрим первый случай. Возьмем произвольный элемент 2ЕС и 
плоскость РЁ, = Г ({,, 2). По предположению, каково бы ни было Х > 0, 
& +10 [8], т. е. существует такой элемент х.ЕС, что (#-Н АУ, (2.) = 
—=8(2.) + ^/, (2.) < 9. Так как в (2,) > 0, то }, (5) < 0, что противоречит 
выбору {. 

Рассмотрим теперь второй случай. Возьмем плоскость Р,, содержа- 
щую линейно независимые элементы ЕС, 2. ЕС. Так как © есть ОА» 
и по предположению /, не является элементом 3-го рода [9], то мы 
вправе предположить, что 2, и р, — граничные элементы конического 
множества С, =СПЕ,. Представляем /, в виде 


о = ов, + вов». (7.7) 


Так как 10 [9], то числа \, ив, противоположных знаков, например, 
^\, <0, в, >0. В силу того, что в; и в, принадлежат границе (в К,) 
множества С, 
> 0[8] при Х > 0, 
№8, |0[8] при —8<^<0, (7.8) 
| < 0[2] при ^=<— 8. 


Значит, для всякого Х «0 найдется элемент 2, ЕС такой, что 
(5, Н Еь) (2о) = Ав, (2%) 8+ (хо) < 0. (7.9) 


№ 
Тогда для т., соответствующего значению } = к будем иметь 
0 
7% (%.) = (^ =, + иоё.) (2.) 51-5 (А, Е) (2) <. 9; 


откуда следует, что + ЕС. Полученное противоречие доказывает теорему. 
ТЕОРЕМА 7.8. Если линейное упорядочение ЗЕ удовлетворяет 
аксиоме А’, то @ сопряжено некоторому линейному упорядочению 
СЕЗ, именно упорядочению, сопряженному 9. 
Доказательство. Предположим, что ВЕС есть 9^.. Мы хотим 
доказать, что © рефлективно. Положим 


@=$+(0), 9’=:(9), 9’=5(9’). 


Согласно теореме 7.7 @=9’. Еели допустить, что 9 = 9’, то в силу 
теоремы 7.5 мы имели бы 9-9’. Следовательно, 9=9’ =е(*(9)), 
что и требовалось доказать. 
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Теоремы 7.2 и 7.8 утверждают эквивалентность аксиомы А*” для 
СЕб и условия © =: (9), где 8ЕХ. Следующая теорема устанавливает 
связь между упорядочениями, удовлетворяющими аксиоме А*, и упоря- 
дочениями, удовлетворяющими аксиоме Н*. Эта связь подобна связи 
между архимедовыми и однородными упорядочениями, установленной 
теоремой 4.2. 

ТЕОРЕМА 7.9. Если 9 < 9’ и 9’ есть 9.,, то 9 есть Эн.. 
Обратно, если @ есть Зи., то существует удовлетворяющее аксиоме 
А* линейное упорядочение 9’> 9: Наименьшим из таких упорядочений 
будет регулярная оболочка над 8, которая совпадает се (Ф (9)). 

Мы лишь наметим доказательство последнего утверждения теоремы, 
полностью опустив доказательства остальных. Пусть 9’ — регулярная 
оболочка над @ и 9”=е:(5(9)). В силу теоремы 7.7 Ф(9”)= 
—=Ф(з (ф (9))) =о (9). С другой стороны, нетрудно видеть, что ф(9’) = 
—=Ф (9). Следовательно, х(9’) =$(9”), откуда согласно теоремам 7.2 
и. 9°. 

Теорема, двойственная теореме 7.8, в общем случае неверна, 
% может содержать линейные упорядочения, удовлетворяющие аксиоме 
А* и не сопряженные никакому ЭЕб. Это нарушение двойственности 
объясняется тем, что функции вида 2 (7) =} (2) (хЕЕ, ЕР) не исчерпы- 
вают, вообще говоря, всех линейных функций на РГ. 

Рассмотрим случай, когда ] (5) при фиксированном хЕЁ является 
общим видом линейной функции, заданной на К. В этом случае Е = {5} 
и Г={/] могут быть рассматриваемы как пара линейных систем, для 
элементов которых определено билинейное скалярное произведение 
(х, }), причем нуль системы Е (системы Ё) окажется единственным 
элементом, ортогональным ко всей системе РЁ (соотв. системе Е). Будем 
говорить при этом, что Е и Ё образуют ортогональную пару ли- 
нейных систем. Обозначим, соответственно, через @\. и 5л. подси- 
стемы систем © и %, состоящие из линейных упорядочений, удовлетво- 
ряющих аксиоме А’. Множества архимедовых упорядочений линейных 
систем Е и Г обозначим, соответственно, через ©) и %). Свойства 
соответствия между элементами @©л, и “л, в рассматриваемом частном 
случае перечислены в следующей теореме, доказательство которой без 
труда может быть получено из предыдущих теорем. 


ТЕОРЕМА 7.10. Если линейные системы Е и Е образуют ортого- 
нальную пару, то ф есть взаимно однозначное отоб ражение ®л. на бл. 
па=о ‘. 

2ЕСА, есть собственное (архимедово) упорядочение тогда и только 
тогда, когда Ф(®) Ел. есть архимедово (соотв. собственное) упорядо- 
чение. 

Система собственных линейных упорядочений {9} С ©, (9) СЗ.) 
ограничена сверху в ©л. (соотв. в ул») тогда и только тогда, когда 
пересечение системы {5 (9*)} Сл (соотв. {  (9т)} С ®л) не пусто. Если 
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это условие выполнено, то =(Г] Ф(9")) (соотв. Ф(П = (9т)) является 
№ 


И 
точной верхней границей системы {®"} (соотв. {9"}) в вл. (соотв. в А+). 
Для того чтобы существовало собственное линейное по рядочение 
ЕСА. (ЗЕЗл.), содержащееся во всех Эт Е, (соотв. во всех "ЕЖл.), 
необходимо и достаточно, чтобы системл {Ф (9т)} (соотв. {= (")1) 
была ограничена сверху в Ул (соотв. в @^). Точная ниоючял гра- 


ница ОЕСбл, (ВЕбл.) системы собственных упорядочений [97 = бл» 
(соотв. {97} Сл.) в бд, (соотв. в бл») существует и является соб- 
ственным упорядочением тогда и только тогда, когда существует 
точная верхняя граница Э’ЕЗл (соотв. 9’Е©_) системы {(9т)} Сб 
(соотв. {з (9т)} С бл) в 5л (соотв. в ®^). Еслиэто условие выполнено, 
то 9’=$(9) (соотв. 9’ == (9)). 
Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова 1 И 1943 
Академии Наук СССР 
ЛИТЕРАТУРА 


1 Мас М№е!1]е Н. М., РагааПу от4еге@ зефз, Тгапз. Ашег. Ма{В. 50с., 42 
(1937), 416—460. 

* Оге О0., Оп 1е 1оппаайопз оЁ аЪзгас& а1зеЪга. 1, Аппа]$ 0оЁ Маф., 36 (1935), 
406 — 437. 

3 В1гКБо{{ С., Оп №е сотЫпайоп о{ зифа1еегаз, Ргос. СатЪт: Р|И. Зос., 
29 (1933), 441—464. 

* Вапась В., ТЬвоме 4ез орёгайопз Пибалгез, УМагзрахуа, 1932. 

5 Ахиезер Н. НКрейнМ., О некоторых вопросах теории моментов, 
Харьков, 1938. 

в Крейн М., Основные свойства нормальных конических множеств в простран- 
стве Банаха, Докл. Акад. Наук СССР, ХХУИШ (1940), 13—16. 

? Васильков Д., Частично упорядоченные линейные системы, банаховы 
пространства и систехы функций, Докл. Акад. Наук СССР, ХХХУ (1942), 148—151. 

8 Сирвинт Ю., Выпуклые множества и линейные Фф) нкционалы в абстрактном 
пространстве. Часть Г. Выпуклые множества, Изв. Акад. Наук СССР, серия матем., 
6 (1942), 143 — 170. 


О. Ули КоЕЕ. ОВОЕЕВГМ65 ОЕ АВЗТВАСТ ЗЕТЗ АМО ГИМЕАВ ЗУЭТЕМЬ 
ЗОММАВУ 


Опаег \№е огдегшо ор а её М ме ип4егэап апу 1а\ фай шуго- 
дисез а (тапз!уе ге]амоп ху Бебмееп зоше раз оЁ еетептз хЕМ, 
УЕМ. У Гагфег зау \Ваф Ве огаеглта ©” ор Ше её М 15 1ис1и4еч 
11 \Ше огдегто ©” о! Ве заше зе И 11е ге]айот 2 < у (хЕМ, УЕ М) Во1ав 
ш Ще зепзе о! ©”, жВепеуег № Во14з ш Фе зепзе оЁ 9’. Тье 1юа у 
9 о! аИ ог4егтоз оЁ Фе зе М Ъесотаез из (рагиаНу) ог4еге зе. 
Т& 15 сопуешетб ю шго@асе Ше уо14 огаегше, ш Ше зепзе оЁ \Ь1еь 
Ще ге]а 0 2 У 15 поб Че юе4 а а!1. ТЬе уо14 ог4ег1те шау Бе соп- 


14егей аз шс1а4е4 ш апу 869}. ТЬе огЧ4егшя 13 за14 1 Бе з%г16% 
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И {ог апу %\о Чегет е!етепз хЕМ, УЕМ еег х<у ог ух 
{акез расе. 

1 $1 \е ша ргорегИез оЁ $} аге езбаБИзвеа: 

9 25 а с105еа (ав иесе (ТВеогет 1.1)*. 

Ефегу отаеттё 869} 5 гертезета е а5 айе тееё о} а зу54ет 0 
5174сё отгаетпаз, Фве сагата] патфег о} всей 4оез поё ежсеей Фпаё о} М 
(ТБеогеш 1.2)**. 

Ап огдегие 969} сап Бе дейегтшед Ъу №е шаррше 2 —>М (7) о 
М шю \Ше зе бы о! аШ зиБзез оЁ М, жЪеге М№(2} ©0018 оЁ а 
е1етеп4з д’=<х (ш \е зепзе оЁ 9). ЗисВ а тарршо 13 саПед ог4е- 
г1по Гарсф1оп аМасБе № 9. 

ТЬе шаррше х—/М (2) 9- М шо Сы 13 ап ог4дегшо ГРапсИов И апа 
оп1у И 

1) 16 13 опе-ю-опе, 

2) хЕМ (=) !ог аву хЕМ, 

3) уЕМ (1) парпез № (у) С М (2). 

Огдегие Госиопз р]ау ап ппрогбап\ гб]е ш \е шуезисайо0з оЁ$ 1. 

Те Ё=={х, у, ...} Бе а 11щеаг зузцеш, 1. е. ап .АБеНап отоир 
\ИВ гезрес® №0 ап орегаМоп --, Гог 1Ве е]етепз оЁ хБ1ев фе шаар!1- 
сайоп Бу геа! питЪегз 13 Чейпе@ зайзуте Че ‘зиа] сопалопз (*). 
Ме сопз1Чег $Ве 1оаШу © о! ]1теаг ога4ег1поз о! Е, т.е. засв 
ог4егтоз, фог \ВлеВ {Ве ге]а\1оп х < У тез шуаглап“ ипдег Фе ааа 1оп 
о{ апу е]ететь.2 Е Е Бо{В № п х ап4 у аз ме аз ип4дег \Ъе шарИса- 
Поп Бу апу розИлуе питЪег Х (Ах1ютз [ апа П, $ 2). ТЬе огдегше 
СЕб 15 саШей ргорег ог4ег1ир Ш 10г апу 4\м0 е@етепз хЕЁ, 
уЕЕ \Теге ех15{з ап е]етеп 2 ЕЁ зисЬ` {Ваф х=<2, у<з. Ргорег Ипеаг 
ог4деглияз сопзйице а уегу ‘ппрогбапф с1аз$ о? Ппеаг огдеглисз. 

шт $ 2 ме за{е зоше ргорегЫез о! @& апа]о5оиз 40 1Возе о! УЕ, пашеу: 

© ха с105е4 зи Цаисе о} ® (Тьеогет 2.1). 

Есегу ВЕ © сап Бе тергезете4 аз йе тееё о} а зузёет о} 54т4е1 
Ппеат от4епттвз, йе саг@та| питфег о} фасй 40е$ поё етсеей вйаё о] 
Е (ТЬеотеш 2.2). 

Тье огдегтх Гопсйоп аМасве4 № а Ппеаг ог4егта 15 сотр]ееу 
дебегиипе4 Бу Из уаше ш ап агЬИгагу Ихед еетепь, Гог 1пзбапсе, Бу 
М (0), уВеге 0 13 Ве па еетепф оэ# Е. ТБе зе С =М(0) роззеззез 4Ъе {0]- 
1оушй ргорегез: 

1° И хЕС, УЕС, Шеп х-УЕС; 

20 И ХЕС, Шеп ХхЕС Гог еуегу поп-повайуе пизаЪег »; 

3° И хЕС апа (—2)ЕС, Меп х=0, 

1. е. С1за соп1с зеф ш Е (5,5). 

т $ З\ элуе а га\ег дааНеЯ с1азв\ самой оЁ Шпеаг огдегтоз 

Базе ироп \№е ргорегиез о! Боип4едпезз о{ (Ъе «гауз» А. = (№5; 0 < Хх 


+1. е. Х сомашз 4Ве тееф о{ еуегу зиЪзеё % С %. 
** БисЬ а гергезеп4а®оп 13 ш зепега! по$ ишаче. 
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<-+ 5} (+6ЕЕ). Твезе ргорегЫез Череп оп 4Ъе збгисфиге оЁ Ве Боип- 
Чаг1ез о{ зе\з оЁ Фе Гогт СГ] Е’, \Веге С 18 Ше соп1с зе сопз 1 
о е]ететз х>0, апа Е’ 13 ап атЬИтагу шие-Чапаепз1опа! Ипеаг. 
заъзу {ет оЁ Е” (3Ъе Боипдагу 15 фаКепй ш \\е соггезропашя Е’). 
ТБе |1пеаг ог4егшя 135 саПеад: 
тгези]аг 1 {ог апу 2110 * {Ве гау В, 13 еИЪег Боппаед (Бо вто 
ап@ Ье]о\) ог поф БочпаеЯ ш ЪофВ атесиопз **; — 
_ Ботозепеоцз Ш {ог еуегу х 0 Ше гау К, 13 по Роциде4 (т а% 
]еазф опе атесйоп); 
АгсВ1тедеап Ш 1 13 гесо]аг ап Вотобепеомз (зее а1з0 ()). 
Агсв1тедеап ог4егиоз аге шс]а4е ш а з!Чег с]азз о! Пшпеаг огде- 
гп: зай$фуше Фе оо 8 
‚ АХ1ОМ А*. 1] Ю. #5 Фоипае4 афофе, 1веп х < 0 ог ж|| 0; т ше 1айег 
сазе Ю, 1$; а150 Боипаеа 6е10%. 
[+ 13 еу14епф \аф ЭЕб зайзПез Ахют А” И ап4 ошу И и 13 
тези]аг ап@ заза ез 
АХ1ОМ Н*. 1[/ х>0, ёйеп В, 15 поё Фоипае4 афое. 
У\е а1з0о сопз1@ег ореп ог4егтёз \ШФаф аге ЧеЙйтей аз зисЬ ргорег 
Ппеаг ог4ег1иоз 4Ваф {ог апу 4\0о е]етегз х>0, у>0 Ще ге]айопз 


чеку Во]4, увепеуег \е пишрег Х>0 13 зиеерИу. 1агре. 


Тье огдегис \Ваё шои4ез аб 1еазё опе ореп огдегшя 1 саЙе4 ах1а1 
огдеглаз (<. (°), Ах1ош В°). 

Ууе ГагФег ргоуе ш $3 \Таф [ог апу Ппеаг отаеппе @ ыйеге ел451$ 
гре 1еа5 тевщаг отаетпе тешате © — 11е зо саПе@ гези]аг Ви! 1 
оуег © (Тьеогет 3.2). 

т $ 4 ме шуезЯсайе \Ъе ргорегыез о{ АгсЬтедеап ап Воторепео\в 
‚ отаегтаз \ИБ гезрес% 40 Ве 1а се орегайопз ш @, ап4 езаь1зВ \е 

теавоп Ъебумееп АгсЬлтедеап_ап4 Воторепеоцз ог4егтзв: 

Тйе тот (ргод4еа 1 И е1518) о} а Ппие питфег ап4 йе тееё 
0} ап агритагу 5её о} Атсштеаеап отетпвз аге Атсштедеап от4емт8$ 
(ТЬеогеш 4.1). 

Тре тееё о] апу зеё о] Готовепеоиз отаетте$ 1$ ПКейлзе рото- 
вепеоиз (СотоПагу 2 тош ТВеогет 4.2). 

ТАе Ппеаг отаептв 1$ Ротоветеои$ { апа оШу {и 5 пешаеа т 
`ап АтсЫтедеат ог4етпте; айе гевийаг ри офег апу фотовепеоиз огае- 
мте 15 а150 вотовепеоиз ап4, сопзедиет у, Атсмте4еапт (ТВеогет 4.2). 

0 $5 ме за4у №е зеотейг1са] ргорегИез оЁ. соп1с зе{5 соггезроп- 
шт 10 ореп ап@ ах1а|] огдегшяз. Тье {оПо\ушт ргорегйез о{Р ореп 
ог4еглиаз аге взфа 1зве9: 


* Тве зушЪо]1 д || у шеапз, аз изца], Ва пейвВег х<у пог у< 2 4аКез р]асе. 
** Тке зе: СЕ 13 ва1А 40 Ъе роипаеа аБоуе (Бе1ом) И \Меге ех18{3 ав 
е]етеш уЕЁЕ засВ 4Ваф х<у (гезр. у < 2) {ог апу хЕб. 
Й 
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Т} ве тееё о} а Ппие питфег о} ореп от4етт8$ 18 по во4, йеп 
И 15 ореп. Т\е тот о] апу зузет о] орет от4еттвз боипаеа афофе т 
© 55 ап ореп ог4етте (Треогеш 5.2). 

ТВе геа1 Гаюсмор (2) Чейтей оп Е 1з саПе@ 11пеаг !ипо610в 
и} (я- у =Х] (2) в] (4) Гог апу теа| Х, и ап апу еетет4з хЕЁ, 
уЕЕ. Сауеп а Нхе Ппеаг отдегте © оЁ Ё, 1е Ппеаг Раис оп (2) 13 
саПе@ розуё1уе пеаг Гале ор И (2) > 0, увепеуег х>0 (ш Ше 
зеизе о{ 9), ап / (1.) > 0 Ёог 'а® 1еазё опе @етев х, > 0. 

п $ 6 ме слуе &\0 Шеотегаз оЁ ех1зепсе оЁ роз\пуе Ипеаг Гапойоп$ — 
ТВеогетз 6.1 апа 6.2 — &Ваф аге изе4 11 Фе пехф рагазгарй: 

[1 ЗЕб запзНез Ажот Н*, айеп рот апу Шетет х,>0 йеге 
©2115 а розиюе Ппеаг [ипсйоп ]} (5х) оп Е вис и враг (2) > 0. 

[1 ЗЕ б запзДез Ажот А*, апа 2,0, айеп еййег }(2,)==0 рог 
апу розлое Ппеаг апсйоп }(*) оп Е, от ете еллзё зисей розилое 
Ппеат рипсиопз }, (2) апа |, (х) оп Е йаё р (2) > 0, }, (2) < 0. 

Трезе аззегМопз аге ргоуе4 ш а чийе @етепфагу \ау. ТВе тео 
изе4 ш Фе ргоо{ оЁ Гештра 6.3 15 де №0 М. Ктела (°). 

ш $7 Без ез Че ог4егтоз о Е Ч\е стаегтоз 9 оЁ Ще Ипеаг 
зузешт РЁ оЁ ИМпеаг Галпойотз }(5) оп Е аге сопз1деге4. То еуегу огае- 
гис О оЕ Е \е риф ш соттезропаепсе ап огдегше 9 =0 (9) оЁ 1е зуз- 
{ет Л ФТаё 13 за14 10 фе а4]о1юф 40 9, ата 13 дешей аз ГоПо\мз: 
ДЕР Ч а =) @&) т 8 х=0 (ш Ще веле ого) 
ап 1,(х,) < (5) Юг а 1еа3% опе ж>0. Тье Ппеаг огдегше 
9—е(9) о! Фе Ипеаг зузет ЕЁ а@]о1тё 40 Ще огдегте @ оЁ Фе зузбешт 
Е 13 аейпе@ т а 4аа] таппег: т, < 1, ш Ще зепзе о ® И}(5,) <] (х,) 
{ог еуегу />0 (ш Че зепзе оЁ 9), ава 1, (х,) < Х (2,) Гог аф 1еаз% опе 
 >0. Тье 1оПо\шя ргорегйез о! Фе таррте$ ф ап4 е аге езба\1звеа: 

[п отаег 11 @ Фе а4ройй 10 ап отаетте 9 И 15 песеззату апа 
зи} ослеп Тай 9 зайзру Ажюот А*; | Из сопаилоп 18 рАйПеа, айеп 

1) 8=е((9)); 2) @ 15 Агсштедеап &{} апа оу { йе ечиайу 
7(2)=0, тлей оайа рог аП 1>0 (т йе зепзе о} ®), атрИез «=0 
(ТЬеогегаз 7.2, 7.6 ап4 7.3). 

11 9=9(9), рйеге @ Е ® {тет 1) 9 вайзЙез Азот А*; 2) Э=Ф(е (9); 
3) т отаег а @ 6е Агсмтедеап # 18 песеззату ап4 зирелепё ий 
2йе едийиу ](х)=0, фйеп вайа рог а! *>0 (т Ше зепзе о} 9), 
атру /=0; (йе 145 сопаилоп 18 едшощет 10 1йаё 9 Фе а рторег 
отаетт8 0} йе Ипеаг зузйет Е (Тетта 7.1 ап ТВеогешз 7.3, 7.7). 
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М. А. НАЙМАРК 


ПОЛОЖИТЕЛЬНО-ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ОПЕРАТОРНЫЕ ФУНКЦИИ 
НА КОММУТАТИВНОЙ ГРУППЕ 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


В статье дано интегральное представление положительно-определен- 
ных операторных функций на комуутативной топологической группе. 
Отсюда получается более простое доказательство одного результата, 
полученного ранее автором. 


Пусть С — коммутативная топологическая группа, удовлетворяющая 
тем же условиям, что и в ("), и пусть каждому элементу ЕС поставлен 
в соответствие ограниченный оператор А, в %; функцию А, мы будем 
называть операторной функцией на С. Олераторную функцию А, 
назовем положительно-определенной, если (А,)“=А_, и ка- 
ковы бы ни были натуральное число т и элементы 2,,..., т, в,, ... 


ВЕС, 


ый (А-а ь, 21) = 0. (1) 


В, 1=1 


Функцию А, назовем непрерывной, если (А,х, у) — непрерывная 
функция © при любых х, уЕ®. 

ТЕОРЕМА. Всякая непрерывная положсительно-определенная опера- 
торная функция А, па С имеет представление 


(А, у) = \ х (В) (В (А) У), (2) 
х 


где х, у— произвольные элементы 9, В (А) — однозначно определяемая 
функцией А, слабо непрерывная сверту функция, вполие аддитивная 
на всех борелевских множествах АС Х и удовлетворяющая следующим 
условиям: 

1”. В (А) — положительно-определециый эрмитовский оператор в 5; 

2. В (0) =9, ВХ = 

Обратно, при любой функции В (А), удовлетворяющей условиям НАТ 
формула (2) задает непрерывную полоэкительно-определенную функцию 
на С. 
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Доказательство. ' Рассмотрим совокупность 9’ всевозможных 
систем 5’={т, ЕС}, содержащих только конечное число элементов х., 
отличных от нуля. Полагая для 2’={2,}, У’={9,} и комплексного 
числа & 


ад’ = {от}, тут, -Ну,}, (у) = У (Ат, %), — () 


9, в 
мы будем иметь: (у’, 2’) = (л”, у’), (ах’, у’) =а(т’, у’), (ту, = 


= (2’, 2”) + (у’, 2’). Кроме того, (х’, х') >0 в силу (1). Отсюда следует 
неравенство Шварца 


|(2', у’) |< ПУ’ (4) 
где |х’|= (х’, х’). Из (4) легко выводим, что 
Ну” [= 11-1” |; (5) 
` кроме того, 
[ош [= |||’ |. (6) 
Назовем х’и у’ эквивалентными, если | 5’ — у’ | =0. Легко видеть, 


что в силу (5) и (6) аксиомы эквивалентности выполнены, следовательно, 
$5’ распадается на классы Ё эквивалентных между собой элементов. 
Совокупность этих классов обозначим через Н’. Для &={5'}, ч={у’} 
полагаем 


Е т= {2 Ну}, 1% ={аа, (м) =(, У). (7) 


В силу (4), (5) и (6) эти выражения не зависят от выбора представи- 
телей хх’, У’ классов &1. Кроме того, (1, =), (22, 9) = (Е, м), 
(Ш -НЁ, м) = (6, м) - ($,, 9), (&, 20. Если ($, ) =0 и 2’ ЕЁ, то (т’, 1’) =0, 
д’ 0, Е=0. Таким образом, (& 9) обладает всеми свойствами скаляр- 
ного произведения. Пополняя Н’ относительно нормы 1Е1= У, 8, мы` 


получим полное унитарное пространство Н, в котором Н’ будет всюду 
плотно. 

Определим в 5’ оператор У,, полагая для х’=({2,} Ух’ = {2.-н}. 
Тогда 


{Уьз’, Уву’} = р (Ар-о’Фо-ь» Уо’-ь) = 


9, 0’ 
= % (Ари = (У), (8) 
9, 9’ 
в частности 
| Увх’ |=’ |. (9) 


Кроме того, оператор У,, очевидно, линеен и 
Те — Ш У Ть — И . (10) 


Из {9) следует, что если 1’ у’, то Ух’ И у’; поэтому можно опре- 
делить оператор И, в Н’ полагая для &={5'}, (= {У 2’}. В силу (8) 
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О, изометричен в Н’и его можно продолжить до изометрического опе- 
ратора И, в Н. 

Из (10) следует, что И, =1, О.И, =И.,; в частности, 0.0 = 
=0-.0,=И,=1, следовательно, И, унитарен в Н и (И) =И_,. Кройе 
того, из определения следует, что (ИЕ, т) — непрерывная функция © 
при всех &Ё, ТЕЛ’, следовательно, в силу |П,|=1, также при всех 
$, чЕН. 

Итак, О,— непрерывное унитарное представление С. Пользуясь тео- 
ремой Д. А. Райкова (°), легко находим, что для любых &, ЧЕН 


(би, = Ах (ЕЛЬ т, (11) 


х 


где Е (А) — ортогональная спектральная функция на Х в пространстве Н. 

Пусть теперь 2, у— произвольные элементы 9. Положим 1, =, 2,=0 
при 8 = 0; у, =уУ, у, =0 при = 0, 5' = {х,}, у’ = {9}, ={2’}, чу= {у}. 
Тогда (ИЕ, 1) = (У 2’, У’) = (Ах, у); кроме того, 


| (Е (А) Е», ти)! <= ||: [мы [= И (Ах, 2) (Азу, 9) < | А, [2 УЬ 


следовательно, мы можем положить (ЕЁ (А) &,, пи) = (В (А) х, 9), где В (А) — 
ограниченный оператор в ®. Очевидно, В (А) удовлетворяет всем усло- 
виям, перечисленным в нашей теореме, и формула (11) при Ё=&, Ч=\у 
переходит в (2). 

„Так как, при любом 26%, (Ах, 1) — непрерывная положительно- 
определенная числовая функция на С, то в силу теоремы 2 из (*) равен- 
ство (Ах, 2) = \ Хх (2) (В (А,) х, х) определяет (В (А) х, т), а значит, и В (А) 

р. 
единственным образом. 

Обратно, если А, задается равенством (2), то, как легко видеть, 
А, — положительно-определенная операторная функция. Ее непрерыв- 
ность следует из рассуждения, аналогичного приведенному в Доказа- 
тельстве следствия 2 из (°). 

Следствие 1. Всякая операторная функция В(А), вполне адди- 
тивная на борелевских множествах АЕХ, слабо непрерывная сверху 
и удовлетворяющая условиям: (Г) В (А) — положительно-определенный 
эрмитовский оператор в; (П) В (0) =0, В (Х) =1, может быть пфед- 


ставлена в виде 
В (4) =РЕ (А) т, ХЕ, 


где Е (А) — ортогональная спектральная функция на Х в некотором про- 
странстве Н 29, а Р — оператор проектирования в Н на $. 
Доказательство. При заданном В(А) равенство (2) определяет 
положительно-определенную непрерывную операторную функцию А, на С, 
удовлетворяющую условию А, =1. 
Пусть НЯ, Е (4), &,, 1, построены для А, так же, как и в доказатель- 
стве теоремы. Тогда (6, 1) = (Азх, у) = (х, У), следовательно, мы можем 
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отождествить &, с х и рассматривать © как частъ Н. По определе- 
нию В(4), для всех т, УЕ® (В(А)т, у =(Е(&)&,, ту) = (Е (Ат, 9). 
Полагая у=Р=, ЕН, получим | 


(В (4) х, =) = (РВ (А) т, =) = (В (А) т, Рз) = (Е (А) т, Рз) = (РЕ (А) т, 2), 


откуда В (А) х=РЕ (А) т. 

Частный случай этого предложения для Х = (—с0, со) был мною 
доказан раньше иным, более сложным путем (см. (*), теорема 1). 

Следствие 2. Всякую непрерывную положительно-определенную 
опе раторную функцию А, на С, удовлетворяющую условию А, =1, можно 
представить в виде Ах=РИ д, хЕФ, где И ,— непрерывное унитарное 
представление С в некотором пространстве Н 29, а Р— оператор 
проекти рования в Н на 9. 

Доказательство. Если Н, 0., &„, чу—те же, что и выше, то для 
т, УЕФ: (Ат, у = (Их, ту) = (С сх, У), откуда, как и выше, получаем 
Ах =РОх- 

Отметим, что построение Н в начале доказательства теоремы можно 
выполнить в случае любой (и некоммутативной) группы, так что след- 
ствие 2 справедливо для любой группы. 

Следствие 3. Пусть А, —<<Е< Ро, — слабо непрерывная 
операторная функция параметра &, удовлетворяющая условиям 


(А,)* = Не № (А -ьх,, т) = 0, (12) 


®, [=1 


каковы бы ни были натуральное. число т, действительные числа &,,... 
„в й элементы т,,..., Я. Е®. Тогда 


(Ав у) = } ем а(В (в) з, у), (13) 


где В (х) — операторная функция, однозначно определяемая функцией А, 
и удовлетворяющая условиям: В (— сс) =0, В(- <) =А,, В (4) — непре- 
рывная справа функция а, В (4,) —В (я) — полоэкительно-оп ределенный 
эрмитовский оператор при “ <“.. 

Обратно, при всякой такой функции В (я) равенство (13) опреде- 
ляет слабо непрерывную операторную функцию Ар удовлетворяющую 
условиям (12). 

Частным случаем этого предложения, когда ® одномерно, является 
известная теорема Бохнера (°). 

Следствие 4. Пусть И п=0, 1, =2,...— последовательность 
ограниченных операторов в ®, удовлетворяющая условиям: 

т 
(А Аян (14) 
в, 1=0 
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для любого п=0,1,2,... и любых 1,.... 2.69. Тогда 
т 


(Аьз, у) = \ с" 4 (В (о) 2, 9), (5) 
0 


где В (а) — однозначно определяемля последовательностью А» оператор- 
ная Функция, удовлетворяющая условиям: В (0)=0, В(Жж—0)=А., 
В (®) —слабо непрерывная справа функция а, В (*,)—В (я) — положи- 
тельно-определенный эрмитовский оператор при &, <а.,. 

Обратно, при всякой такой функции В (<) равенство (15) определяет 
последовательность А„, удовлетворяющую условиям (14). 

В самом деле, если С — аддитивная грунпна всех целых чисел, то 
характерам Хх взаимно однозначно соответствуют вычеты по модулю 2 
так, ‘что у (п) = 2”. 

Частный случай этого предложения, когда 5 одномерно, содержит 
решение тригонометрической проблемы моментов. 

Как известно, всякий ограниченный оператор А в $ можно предста- 


вить в виде А=Н,+-ёН,, где Н.=5 (4+ 4°), Н, =: (А— А*) — эрми- 


товские операторы. Мы их назовем, соответственно, действительной 
и мнимой компонентами А. 

Следствие 5. Общий вид всех операторных функций А,, анали- 
тических в круге |\| <1 и имеющих там положительно-определенную 
действительную компоненту, задается формулой 


4 
За. 


(ба у =ИНь, + | ых 4(9 (0), У), (16) 


0 
где Н — произвольный эрмитовский оператор а © (+) — однозначно опре- 


деляемая функцией А, и непрерывная слева операторгая функция я 
такая, что © (0) =0, 9 (4,) —8 (&,) — положительно-определенный эрми- 


товский оператор в 5 при “< ,. 
Доказательство. Если 4) задается формулой (16), то действи- 
21% _ 
г г + 
тельная компонента А, равна по 9 следовательно, есть 
: 6 


10, 
ы е’-А 
положительно-определенный оператор, ибо Ве ее. О при |^|<1 


й 


Пусть, обратно, А, имеет положительно-определенную действительную 
компоненту. В силу аналитичности А) при | ^Х,<1 


АНУ САСА-Сйе+...; (17) 


с другой стороны, у 
(4-4), =) > 0. 


Подставляя сюда у= 2. -- ое бо, Але, бог 1 
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п интегрируя по { от 0 до 2, получим в силу (17) 


№ т (Скат, 21) > 0, 


К, 1=0 


следовательно, при г-—>1, 
п 


№ (Сь-жь, 2) > 0. 


®, 1=0 


23 


э——>а 


В силу следотвия 4 отсюда вытекает, что (Сих, у) = \е!"4 (В (а) х, У), 


откуда в силу (17) 


2 
(Ах, =Е(На, )- \ (оное ее а .) а(В@зе, = 


= (Но, и Не (В УИ, ды ы 


у 
° —й 


). 


Единственность © (х) следует из единственности В (<). Когда & одно- 
мерно, следствие 5 переходит в известную теорему Нег210%2”а (*). 


Поступило 
ЗУ 1943 
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М. МЕОМАВК. РОЗТТТУЕ ОЕЕГМТЕ ОРЕВАТОВ ЕОМСТтОМ& 
ОМ А СОММОТАТТУЕ СВООР у 


5ЗОММАКУ 


её С Ъе а сошпиищайуе бгоцр, зайзГуше Фе заше соп@1опз, аз 
шт (“), ап4 1е6 {0 еуегу ЕС согтезроп4 а Бопп4еЯ срегабог А 9; 
А) \Ш Ъе саПед ап орегафог Гипс 1оп опС. Ап орега!ог алоов и 
о Бе са|Пе@ розтётуе деЁ1птфе 1 (А. )* =А_, ап@ И Гог апу роз уе 
перег т, эпу т, ..., ЕО ао, а’ 
№ (Ав вт» 1) > 0. (1) 
к, 1= 
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Тье Гопсйоп А, Ш Бе саПе4 сопбпчоцз, И (Аух, у) 13 соппаойз ог 
апу т, УЕФ. | 

ТНЕОВЕМ. Ефегу соптиои$ розёиое аейтае орегагог рипеноп 7 
оп С сап Фе тергезещей ат айе отт 


(Ауд, у) =  х(8) (Вал, 9, (2) 
Хх 


УПеге х, у аге апу еетеп{фз о! 5, В (А) 1з а шиалеу 4ейлеа Ъу А, 
\еаК1у сопипиойя Гош ароуе зе1-[апс41оп, сотр ее!у ааФуе оп а 
Воге| зе ДС Х ап@ зайзуше Фе юПомше сопаопз: 

1*В (0) =0, В(Х)=4А; 

2* В (А) 15 а рояшое аейпие Негтизап орегёот т ® рог аП АЕХ 
0} #5 аотат. 

Сопоетзе у, рог апу: зисй [ипсйоп В (А) (2) аейпез а сопипиоиз розё- 
ное аейпие орегагог ратенюопт С. 

Ргоо{. Сопз14ег фе зеё Н’ о{ зузешз т’={т,, ВЕС}, сомашише 
оп]у а Пице пишЬег оЁ @етепёз х, Чегет Штот 2его, ап@ ри {ог 
д’ = {т}, У’={у,} ап@ апу сотр]ех а 


ат’ = {от}, ту =, У}, (2’, у’, = № (4у- а, У») 


9, 


Могеоуег, ме риф х’= у’ И (5'—у’, х’—у’), =0. Тьет Бу (1) Н’ 1 ап 
тсотр!ефе ипЦагу зрасе. Ву сотр!е поз И ме веф а чпЦагу зрасе Н. 
П ме 14еп4Му хЕЭ УМА 2,=0 г в Гапа х,=х юг в=Ь ШФеп 
УСА. И ме риф {ог4Вег О, {1,} = {5,-,}, Шер Ве И, !югт а ппИагу 
гергезещайоп о7 С ш Н. Непсе азия фе ТВеогет о{ О. А. Ващоу 
ш (*) ме еазПу 4едисе: 


ии, У), = ХЕ", У)» #2, ЧЕН; 
х 


рагиси]аг]у 13 Бо! 93 ог х, УЕУ. Ви Бу Ше адейюмоп о (5, у’), 
апа 0’: (Исх, у), =(Азх, у); Ваз И \е риё 


ме оМаш 41е дезлгед гези. 

СОВОГ.АВУ. Едегу теаЁИу сопйпиои$ }тот абофе орегаёот }итсйоп 
В (А) сот рее у аааийаее рот а Воте! 5$ &АСХ апа зайзрутв 1", 
2* ми А, =1 сап Бе гергезете4 т йе отт 


В(А)==РЕ(А)х (165), о. 
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55 
> 
=> 


тфйете Е (А) 15 ап отгйовопа| зрестай ртсйоп оп Х ат ап ипиагу зрасе 
НУ апа Ра ртоуеспоп т Н имо 9 *. 

Ргоо?. Ш В (А) 1з хлуеп, {отт А, изте (2) ап сопзгасё Ве согге>- 
ропаше Н, О,, ава Е (4). ВуА, =1, > № Ве а заБзрасе оЁ Н. Непсе 
Бу (3) едиа1 у (4) 15 уаа. 

И С вз Ше аа4!луе отопр о а теа] погаЪегз &, \ме ве! 

(Аж, = \ ем а (В (а) т, 9), 


<) 
—с 


1. е. а сепегаЙзаЯ оп оЁ 11е ме Кпомп Тотща оф Восвпег. И С 
Фе аЧиауе этоар оЁ а 1пфесегз, Веп 


ав 


(Аьз, у) = \ ва (В (=, У), 
0 


1. в. ме оаш Фе зоыоп оЁ \№е сепегаЦзе 4г1еопотейе шотелё 
ргор!ет, \мВеп Фе «тотлеиф5» ‘аге орега\огз. ТЬ1з гези6 сап фе изей 40 
оБ{аш Фе гергезеща оп 


= 


их Г ета у 
(Аз, )=ЕИх, + \ 244 (В (я), у) (Н— Ней ап) 
0 


ог аП орега юг Гапе1опз$ А, апа1уйе ш Ме спе || <1{ аа@ зайз- 


Гушсе Шеге Ве (4,5, г) >0. ТЬ1$ 13 а оспега1заб оп о’ Ще же Крома 
Гога оЁ Неге]о(и (*). 


\ 


* Тве рагИси|аг сазе оЁ Имз СогоПагу 10г Х=(— оо, сэ) маз а1геа@у ргоуеч 
Ъу Ше ацТог ш (1) (ТЬеогега 1) ии шоге сошрИсэе@ шеВо93. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТИМ ОЕ 1`АСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ РЕ 10855 


ФЗерия математическая 7 (1943), 245—249 эз6те та фетайаие 


А. Н. ЧЕРКАСОВ 


ФУНЕЦИИ С ПОЛНОЙ СИСТЕМОЙ СТЕПЕНЕЙ 
(17 редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Рассматривается система конечного числа функций в захкнутой 
области т-мерпого пространства и исследуются условия, при которых 
любая испрерывизя в той я:е области функния может быть анпроксиуи- 
рована с любой стеленью точности мюгочленами от этих функций. 


В замкнутой области С евклидова пространства (7, х.,..., 2} 
заданы функции $;(5,, %,,..., 2) (=1,2,..., Ё). В дальнейшем под 
полиномом, расположенным по степеням функций ©, $.,..., Фи, мы 
будем понимать выражение вида 


Г п м ера ВЕ 
и «Фа» Фо) +-. › Фил = > Чрлрь ... р ФФ... ФТ, 


где №, в.,..., в. — Целые неотрицательные числа, ад... — Действи- 
тельные числа. В частности, 
Рю, По, сане: а [Фалеса 

Будем говорить, что А функций $; (7,, 1.,..., и) (=12,..., К) 
имеют полную систему степеней в области С, если для 
любой непрерывной функции / (71, .,..., 9»), определенной втой же 
области С, и для любого числа = >20 можно кайти такой полином 
ИФ. 1...) Ф Что неравенство |172, 7,5, Раф... 
..., Фт! | = удовлетворяется во всей области С. 

Настоящая заметка имеет целью исследовать фупкции с точки зрения 
полноты их степеней. Для удобства формулировки окончательного 


результата введем 
Определение. Предположим, что функции 


9: (2, д -:*> т) (1=1, Иа) 


определены и непрерывны в области С, и обозначим через М: (и) мно- 
жество точек {2, д..., Хи! таких, что $; (%,, х,..., 2) =и. Скажем, 
что непрерывные функции $;(2., 2,,..., бт) @=1,2,..., Ё) (т=) 
в области С представляют т-мерный элемент, если, каковы бы 
ни были числа и, и,, ..., и» Пересечение множеств М, (и,), 
М, (и,),..., М, (и) или пусто, или состоит из одной точки. 
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Оправданием такого определения служит то, что при соблюдении 
указанного условия уравнения и; =9;(2,, %,, ..., 1) &=1, 2,..., №) 
можно рассматривать как параметрические уравнения т-мерного эле- 
мента Е, расположенного в А-мерном пространстве без самопересечений. 

Ясно, что в случае т=1 будем иметь простую дугу, расположенную 
в Ё-мерном пространстве. 

Теперь сформулируем и докажем следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы функции $:(х,, т,, ..., 1) (= 
=4, 2,..., ^), определенные и непрерывные в области С, имели в этой 
области’ полную систему степеней, необходимо и достаточно, чтобы 
эти функции представляли т-мерный элемент. | 

Доказательство необходимости. Пусть $; (&=1, 2,..., №) 
имеют полную систему степеней. Докажем, что 

а) пересечение множеств М, (и,), М, (и.),..-, М» (и,) или пусто, или 


состоит из одной точки, каковы бы ни были числа и,, и., ..., и», 

Ь) т=А. 

Предположим, что а) не имеет места, т. е. существуют числа 
и, и,,..., и, для которых пересечение множеств М’ (и,), М, (и,), ..., 
М, (и,) содержит две различные точки (7, ЕР ти) и (=, ,, вл 


<, =.). Тогда 


ф: (%, х.,..., Ят) = $ (х,, ч,, ) (=1, 2,2% К), 
и для любого полинома Р{ф,, $,,..., Ф„} будем иметь: 
ое, сонине Тт), ---› Ф (2, ,, ..› Фт)} = 
Ро 2 А т), ++) Фк (21, т. ..-., Фи) 
Возьмем непрерывную функцию ЁР(т,, х,,..., "нд подчиненную 
условию и. - 
Ра ее. У О 


с 
Положим 0 <=. В силу условий теоремы сможем найти такой 
полином Р{ф,, ф,,..., Фи}, ЧТо | 


Е о ее Фк (х,, 2,..., та) в 


во всей замкнутой области С. Но тогда 


=|ЁЕ (2, 2,, ...) =„) —Р (2, от, 1.) | = 
= (т, т, .. >» “„)—Р {Ф, (т, и НЫ. Я), Фа (2, 875 о 
Ре. т И - И не [1 от 2.)} | < 2, 


откуда с = 2е; это противоречие и доказывает утверждение а). 
Доза утверждение Ъ). Предполагая противное, именно т, 
получим, что т-мерная область С непрерывно отображается на область 
меньшего числа измерений. Поэтому найдется точка (и, и, а. и.) 
которой соответствуют две точки (7, 2.,..., ти) и (т, т. р) об- 
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ласти С (см: (*), стр. 183). А этого, как только что было доказано, 
быть не может. Итак, необходимость высказанных условий полностью 
доказана. 

Доказательство достаточности. Пусть непрерывнье функ- 
ции Ф: (7,, 2,,..., 2) (=1,2,..., К), определенные в замкнутой об- 
ласти С, представляют т-мерный элемент Ё, и уе. по -) 
произвольная непрерывная функция, заданная в той же области. При 
помощи $: (1=1, 2,..., К) установлено взаимно однозначное н непре- 
рывное соответствие между точками С и Е, поэтому уравнение 
Е (и, и,..., шв) =] (т,, 1,,..., Хи) вполне определяет непрерывную 
функцию Р от Ё независимых переменных на элементе Е. Как известно 
(С), стр. 133), можно найти функцию Ф(и,, и,, ..., и»), определенную 
и непрерывную во всем пространстве {и,,'и,, .... и„} и такую, что на 
элементе Е выполняется равенство 


Фи а и, 


Применяя к функции Ф (и,, и,, ..., и,) теорему Вейерштрасса об ап- 
проксимировании полиномами, можно для любого числа = `>0 и любой 
замкнутой области Т пространства (и, и., ..., и}, содержащей ЁЕ, 
найти такой полином Р (и, и,,..., и,), чтобы во всей области Т имело 
место неравенство 


Фи лы) — Рио е 


Это неравенство для точек элемента Е можно переписать следующим 
образом: 
О в О жа 


Но, вспоминая определение функции РЁ (и,, и,, ..., и») и то, что 


Ч: =: (2 %,,..., 7т) (&=1, 2, 2 К) 


являются параметгическими уравнениями элемента Е, последнее нера- 
венство можно представить в виде 


|1 (2,, ть, .--› т„) —Р {$ (7, 2,, ..., Тт)> т Фи (7, Х,, .--5 1т)} |< г. 


Это неравенство имеет место для всех точек области С и, следо- 


вательно, доказывает теорему. 
Отметим наиболее простой случай доказанной теоремы, именно т = 1 


и А=1; в этих предположениях теорема может быть сформулирована 
так: 

Для того чтобы $(1), определенная и непрерывная на отрезке 
а <х=<, имела полную систему степеней, необходимо и достаточно, 


чтобы она была строго монотонна *. 
Укажем еще теорему, дающую достаточные условия полноты системы 


степеней для функций одного переменного. 


* т. е.` при 1, < <; равенство }(2,) = }(х,) исключается. 
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ТЕОРЕМА 2. Если две функции $, (2) и $,(2) определены и непре- 
рывны вместе со своими производными чи, 4» на отрезке а < 6 и 


Я 
и: 
полную систему степеней. 


Доказательство. Произведем замену переменных: 


если $, (5) и не обращаются в нуль, то ©,(т), $,(2) имеют 


Якобиан этой системы отличен от нуля, действительно 


Ш (и,, и.) МО оо 

9, 0. 

Р (ти, 2.) К - 

Поэтому указанная система локально разрепгима относительно х, и х.. 
Легко видеть, что решение будет единственным и во всей области. 


В самом деле, если бы паре (и, и,) соответствовали две пары значений 


т.т. и (2, д). то для функции % (х о : выполнялись бы 
и в 17 279 \ т 1 и 


91 (2) 
условия теоремы Ролля, и мы имели бы 3’ (2) =0 для некоторого зна- 
>. 7 $59, — 9" 0- 
чения & между д, их.. Но %'’(& = а в силу условий 
теоремы не рэвно нулю. 
Пусть тепеть ] (х) — любая непрерывная на отрезке а х=—< функ- 


ция. Положим Ф (т, х,) =<,/!(7,) и произведем замену переменных, 
обратную указанной выше; получим Ф(2,, 5.) =Е(и,, и,). Применяя 
к последней функции теорему Вейерштрасса, перейдем вновь к перемен- 
ным 1, 2, и, положив т, =1, получим доказательство теоремы. 

Следствие. Всегда сушествует интервал, на котором фундамен- 
тальная системч решений уравнения 


а" 4—1 7 
ея Р (2 а... ‚Е Рь-1 (2) А р» (2) у=0, п 2, 


где р; (4) — непрерывные функции, образует систему с полной системой 
степеней. 


Действительно, пусть ©, (5х), $.(1),...., 91 (2)— фундаментальная 
система; для нее будем иметь 


Ф, фь .. 9% 
ОЕ ВЮ Ух оо 


Тогда, не нарушая общности, можно считать, что 


| 
р +0. Кроме 


Ф! 
того, всегда можно указать интервал, на котором х, == 0. Следовательно, 
на этом интервале выполнены все условия теоремы, и поэтому $, $, 


. 
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имеют полную систему степеней, а следовательно, функции $,, $., ..., фл 
также имеют полную систему степеней. 
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НИНА АРКАДЬЕВНА РОЗЕНСОН . 


1909—1942 


В Пятигорске немецкими варварами убита Нина Аркадьевна Розен- 
сон, доцент Ленинградского индустриального института, кандидат 
физико-математических наук. ' 

Н. А. Розенсон родилась в 1909 г. Окончив среднюю школу, Н. А. Ро- 
зенсон поступила на математический факультет Ленинградского универ- 
ситета, по окончании которого очень скоро приступила к самостоятель- 
ной научной работе. Ее интересы были сосредоточены на дифференци- 
альной геометрии, главным образом в тензорном направлении методов 
исследования. За первую же работу в этой области она голучила уче- 
ную степень кандидата физико-математических наук. 

В конце тридцатых годов научные интересы Н. А. Розенсон четко 
определились. Они были посвящены задаче римановой геометрии, при- 
влекавшей в то время внимание. 

Как. известно, каждое риманово пространство п измерений может быть 
погружено в евклидово пространство более высокого числа измерений. 
С этим связана классификация римановых пространств. Если самое низ- 
шее число измерений евклидова пространства, в которое данное рима- 
ново пространство п измерений может быть погружено, есть п-+ К, то 
его относят к А-му классу. С этой точки зрения наиболее простыми ри- 
мановыми пространствами являются те, которые принадлежат к классу 1, 
т. е. те пространства п измерений, которые могут быть погружены 
в евклидово пространство п--1 измерений. К числу таких пространств 
относятся, например, субпроективные пространства, которые исследовал 
пишущий эти строки. В связи с этим возникает общая задача об уста- 
новлении условий, необходимых и достаточных для того, чтобы рима- 
ново пространство, определяемое метрическим тензором 8 ;, принадле- 
жало к классу 1. Этой проблемой, главным образом, и занималась 
Н. А. Розенсон. Проблеме посвящены две работы, опубликованные в Изве- 
стиях Академии Наук СССР. 

Впервые эта проблема была поетавлена Фоссом еще в 1880 г.; им бы- 
ло дано обобщение формул Гаусса и Кодацци на случай гиперповерхнос” 
ти многомерного евклидова пространства. Для нахождения уеловий, 
которым должен удовлетворять метрический тензор 7; риманова про- 
странства в том случае, когда оно принадлежит классу 1, нужно исключить 
из формул Гаусса и Кодацци коэффициенты 0;; второй квадратичной фор- 
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мы, что наталкивается на очень большие трудноети. Это видно уже из 
того, что первые результаты в этом направлении были получены лишь в 
1935 г. Вайзе; однако, у него остался нерассмотренным некоторый особый 
случай, а главное, его решение не носит инвариантного характера, т.е. 
предполагает специфическое задание метрического тензора. В 1936т. тот 
же вопрос рассматривался в работе Т.И. Томаса; в ней наиболее важным 
является следующий результат: если ранг второй квадратичной фор- 
мы г> 4, то уравнения Кодацци представляют собой следствие урав- 
нений Гаусса. Н.А. Розенсон подошла « решению задачи следующим 
методом. Прежде всего в случае пространств класса | для коэффициен- 
тов р,,р.,....Р», Ггамильтонова уравнения, которому удовлетворяет тен- 
зор 6;, второй квадратичной формы, даютея выражения через метри- 
ческий тензор о; и через риманов тензор Аь,к; после чего искомый 
тензор 6;; выражается через р,, ро, ... Ри, 9; и Ву, а. В этом случае по- 
лучаются в инвариантной форме необходимые и достаточные условия, 
которым должен удовлетворять метрический тензор риманова пространства 
класса |, когда ранг г тензора 65;; не менее 3. 

Эти результаты были доложены Н. А. Розенсон в двух интересных 
сообщениях, сделанных в научно-исследовательском семинаре по тензорной 
дифференциальной геометрии при Механико-математическом факультете 
МГУ и затем опубликованы в Известиях Академии Наук. 

Однако случай г< 2 в опубликованных работах Н. А. Розен- 
сон не был исчерпан. В докладе, вделанном ею на семинаре 
в начале 1940 г., было изложено решение вопроса и для этого 
случая. Он разбивается на ряд подслучаев. Для трех из этих 
подслучаев условия принадлежности риманова пространства к 
классу [Г были получены в явной форме; для остальных двух слу- 
чаев были намечены пути для установления таких условий, Семинар 
выразил желание, чтобы Н. А. Розенсон оформила все исследование 
в виде работы, которая могла бы быть представлена в качестве док- 
торской диссертации. Этим она и была занята, когда разразилась война. 

Мирное течение жизни, посвященной научной работе, для Н. А. 
Розенсон прервалось. Осенью 1941 г. на фронте погиб ее брат. Вскоре 
пссле этого при бомбардировке Ленинграда снаряд попал в дом, в ко- 
тором она жила. Она была серьезно ранена, но после двухмесячного 
лечения несколько оправилась. Вскоре после этого погибла ее мать. 

В марте 1942 г. Н. А. Розонсон была эвакуирована из Ленинграда 
на Кавказ и оказалась в Пятигорске, когда этот город неожиданно был 
захвачен немцами. Здесь вместе со многими другими жителями Пяти- 
горска Н. А. Розенсон была убита немецкими варварами в августе 1942 г. 


В. Ф. Каган 
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0 РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ КЛАССА Т 
ЧАСТЬ 11 
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе устанавливается в тензорной форме характеристика рима- 
новых пространств 1-го класса в том случае, когда ранг второго фунда- 
ментального тензора равен 2, и изучены случаи изгибания пространства. 


$1 


В работе (*) были даны. необходимые и достаточные условия для рима- 
нова пространства класса | в том случае, когда ранг второй фундамен- 
тальной квадратичной дифференциальной формы больше двух. В наетоя- 
щей статье исследуется случай, когда ранг этой формы равен двум. Заметим, 
что авторами работ (*,3) о характеристике риманова пространства класса 
| этот случай не рассматривался. 

Пусть У„— п-мерное риманово пространство с положительно опреде- 
ленной фундаментальной квадратичной формой 


45° = в ах" 428 *, (1) 


где х', 1*,..., х”— координаты точки рассматриваемого пространства и 
8.8 — функции от этих координат, непрерывные и имеющие непрерывные 
частные производные до четвертого порядка включительно в некоторой, 
рассматриваемой нами, области изменения переменных. 

Для того чтобы п-мерное риманово пространство © положительно 
определенной фундаментальной формой. имело класс [, необходимо 
и достаточно, чтобы существовал симметричный тензор 2-го порядка 
О.в, удовлетворяющий обобщенным уравнениям Гаусса 


Вовуь = бод 9в8 — Ваау ** (2) 
и Кодацци 


О, = Эол,в. (3) 


Поставим дополнительное условие: ранг матрицы, составленной из 
О, — коэффициентов второй фундаментальной квадратичной дифферен- 


* Подразумевается суммирование от 1 до п по каждому значку, входящему 
дважды в какой-нибудь член. 

`ж* В левой части равенства (2) стоит тензор кривизны указанного риманова про“ 
странства. Согласно сделанному предположению относительно метрического тензора, 
Вов18 будут непрерывными функциями от 2%. имеющими в рассматриваемой области 


непрерывные первые и вторые производные. 
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циальной формы, — должен равняться двум, т. е. должны существовать 
равенства | 


О.в 9. 9. 
28 9, 9 | =0 | (4) 
Зв 2 2 
и неравенство 
В=0*. (5) 


Равенства (4) выражают то свойство матрицы '| ||, что ее ранР. 
не превышает двух. Как видно из (2), неравенство (5) представляет 
достаточное условие для того, чтобы ранг указанной матрицы был не 
меньше двух. Докажем, что это условие необходимо. 

Совершаем свертывание в обеих частях равенства (2) по индексам 
аи3, Ви у, предварительно подняв значки | и 8. В результате имеем 


В=9,—9,', (6) 
где ©, = 910` а ©, =©.,. Следовательно, 


Р, равняется произведению двух главных нормальных кривизн про- 
странства, отличных от нуля. Если А =0, то и р, =0; пространство 
имеет не более одной главной нормальной кривизны отличной от нуля, 
и ранг матрицы ||9.в | не превышает единицы. 

Следовательно, равенства (2), (3), (4) и неравенство (5) представ- 
ляют необходимые и достаточные условия для того, чтобы п-мерное 
риманово пространство с положительно определенной фундаментальной 
квадратичной дифференциальной формой имело класс [ и ранг ьторой 
фундаментальной квадратичной дифференциальной формы равнялся двум. 


$2 


Поставим теперь следующую задачу. Предположим, что составляю- 
щие некоторого симметричного тензора 2-го порядка О.в удовлетворяют 
уравнениям Гаусса, причем разг матрицы || в равен двум. В таком 
случае справедливы уравнения (4) и неравенство (5). Об условиях, 
которые должны быть наложены на тензор кривизны для того, чтобы 
существовал тензор Э,в, удовлетворяющий уравнениям (2), будет ска-. 
зано дальше. Требуется получить необходимые и достаточные условия 
для существования равенств Кодацци в виде алгебраических уравнений 
относительно составляющих тензора Э.в. 

Из (2) и (4) следуют уравнения 


О.в ьте -- О Вльзв -|- ОВ ивт =0. (8) 


Дифференцируем обе части равенства (8) по х” (здесь и в дальнейшем 
подразумевается ковариантное дифференцирование) 


ыы ВВ, 68а. Значки здесь и в дальнейшем подняты посредством контравариант- 
ного метрического ‘тензора вов. у 
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———— 


-. Эа, Вльмз ыы Эт. „Ал ьзв + 2,» Аливт Е 
+ Зв Вльте,в + ЭытВшав,» + О.Ю ьвт = 0. (9) 


Переставляя значки а и у, получаем: 


ЭВ =. Отлив + 5. Азьвт Е линь, а ее 9. А равна в 5 В ивт, о. 
Вычитая последнее равенство из предыдущего и зводя обозначение 


Зав, — Эва == Фр», (10) 
находим 
- Фр» Вуыль Фу „Вл ьзв + Фь, Юзьву Ея 
| + Зов Вл ьль,» Е ЭВ, -Ё Зов Взывт,, — 
— Оз Альть,а — ЭН драва — Оз Пливтьь == 0. (11) 


Начнем с вывода необходимых условий. Предположим, что уравне- 
иня Кодацци удовлетворяются. На основании (3) заключаем, что 


о (12) 


при всех значениях индексов ©, В, у. Следовательно, коэффициенты 
второй фундаментальной квадратичной формы должны удовлетворять 
веистеме линейных уравнений 
О.в Нить, = 9. „В ьзв, = 25 Вьвт, ЗЕ 
—- Элит, = О, „Вльзв, а == 25 ив == 0. (13) 
Итак, уравнения (13) представляют необходимые условия для того, 
чтобы удовлетворялись равенства Кодацци. Наоборот, если эти условия 
выполнены, то справедливы уравнения 


Фе, Ве а Фу. „Вл изв я Фе. „Еву = 0. (14) 


Из этих равенств не следуют еще уравнения (12). Это можно заметить, 
приведя в соответствие некоторой точке пространства такую систему 
координат, что в этой точке и в этой системе 2°8 = 0, если & + В, =**.= &** = 
=... = &""=1; Ов=0, если а -ЕВ. Будем в дальнейшем обозначать 


составляющие Ма.о»...о. Тензора в данной точке относительно соответ- 
ствующей системы координат через Ме, „»...г.. Так как ранг матрицы 
[Э.з || равен двум, то можно считать, что 9,,=...=9„»=0. На осно- 
ваним (2) заключаем, что Вов = 0, если хоть один из значков а, В, 1, 8 
больше двух. В таком случае из (14) следует, что Фь,А в, =0, если 


8>2. Полагая ^=В=41, в=1=2, имеем 


ФФ, =0, (15) 
при 8 > 2 и любых хиу. На основании очевидных равенств 
Ф.в:-- Фи, Е Фив =0 (16) 


мы можем заключить, что Фев. =0 в том случае, когда по крайней мере 
два ‘из значков ©, В, 1 болыпе двух. Нам нужно получить условия, 


при которых Ф\1‹, Фо, Фо = Фио ( > 2)*, Фи», Фуд равны нулю 


* Это равенство вытекает из соотношений (15) и (16). 
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С этой целью докажем, что тензор Ф.в, удовлетворяет равенствам 


Ф. вт  Филев Е Фив =0 *. (17) 
Преобразуем левую часть (17). Она равна 


9.8,1,5 — Чат,в,ё | Оол,,в — Мовльв -Ё Моб, — @авьвл == 
= (Яв,т,5 — Фовув,л) + (Зольё,в — @ольв,ё) | (Яов,вьу — Чавльв) = 
= ОДА | ЭВ Аль -- ЭВ ав + ЭВ в ЗА в, + Эль ВХ ву = 
== О (Авт + В». 58 + ВХ; вт) - Зв Аль -- 8, „В’иьв - 2,5 В», ву. 


На основании (2), а также уравнений, связывающих составляющие 
тензора кривизны, заключаем, что эта сумма равна нулю. Следова- 
тельно, справедливость (17) установлена. 

Дифференцируем (14) по 12° и прибавляем к полученному равенству 
два уравнения, полученные из него при круговой перестановке значков 
а, у, с. Применяя (17), находим 


Фр. Вуиьв, -Е Фо В ро -- Фа Вуивт, Е 
+ Физ + Фо Вльзвь Е Фо Вльвть 
и > Фо» Нить. В Фо Вуьгв,» ее ФВ вт, =0. (18) 
Из (13) следует, что 
Юль, а = 0 (19) 


при «>2, 8>2 (для доказательства полагаем в (13) «>2, 8>2, 
В =1, 2, у=1,2, 1 = 8). Из тождества ВзапсВ1 вытекает справедливость 
равенств (19) при {>2, 8 >2. Применяя (9), заключаем, что равенства 
(19) удовлетворяются и при ^ > 2, 1>2 (полагаем в (9) Х>2, 1>2, 
а=В=5). Таким образом, доказано, что уравнения (19) выполняются 
в том случае, когда два (или более) из значков №; в, 1, 8, х больше 
двух. 

Полагая в (18) &=1, у=2, 6-2, Ва А51 ва 
и пользуясь равенствами (15) и (19), находим 


Фо Вилья -- ФиоВ зил — Физ В зьь — ФизВшиз=0, 8,6>2. (20) 
Из (13) следует, что 
Сина Е О» Вциг =0, 8>2 (21) 
(полагаем в (13) ==, у=2, В=1, а 82-2 
В указанной статье ТВотаз’а из тождества В1апсВ1 было получено 
следующее равенство: 


О.в Ф, -- О. Фузв Е ОФ, — 28 Фоле = 2, Фагв = 2 Фив —=0. (22) 
На основании этого равенства имеем: 
ОФ ЭФ, =0**; > 2. (23) 
Так как 9, 9» не равны нулю, то - 


Е... 


ФиоВлрзь,: — ФиоВуилвл =0, 99.4. (24) 


* Предполагаем, что функции 8 имеют непрерывные производные до второго по- 
рядка включительно. 


** Полагаем в (22) я=2, %=2, В=1, ]=2, @=6 >20 
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Пользуясь этим равенством и ранее полученным результатом: 
Ф:‹ = Фьс (3>2), можем представить уравнения (20) в следующем 
виде 

Фуое (Вииовл + Ауь,з) —2ФоВ вл =0, 8, 9>2. (25) 


Предположим, что справедливо неравенство 


[Аз её, ОНТ е |, с) — Азы (15, в) АМ 181, <] * 
5 В В Ве 
-(вь-ь) (ти) +0. (26) 


В таком случае нужно считать, что п> 4, так кзк при п=3 выпол- 
няется равенство 


[Ву оз ь в) Ве ь в) — 
В ё В [5 
—Юыенью Аа ь, 9] (В-5%) (№-58)=0. (26а) 


Это можно доказать, пользуясь следующими свойствами тензора Вов; 


Ви=Е, по е В.в =0‘при других а, В. (27) 


Я) 7 
Итак, предполагаем, что п > 3. Применяя (19) и (27) и имея в виду, 
что уравнениям (24) удовлетворяют не равные нулю величины 91 и 9. 


приходим к выводу, что существует такая пара значений 8 и е (больше 
двух), для которой определитель 2-го порядка 


рее Вилья Е Вина Ву 
Вод -- Але, Вузе, 
не равен нулю. Тогда из равенств (25) следует, что, при в=2, 
Ф.„=0, Фи. =0. На основании равенств (23) заключаем, что и 
Фи‘ =0 (<> 2). Итак, можно сделать следующий вывод: 
В том случае, когда справедливы равенства (13) и неравенство (26), 
Фив, =0, если, по крайней мере, один из значков &,. В, | больше двух. 
Чтобы найти условия, при которых Фи, Фа обращаются в нуль, 
дифференцируем равенство (13) по 25°: 
Зав, Вл, и Ол, <Юдрав, -- Чаб о Вливт, у — Яву, оНльлё, и — ОФуу,оНурав ‚о — 


Е Оз», < Аливт, а 5Е ЭЙ ьле, в == ЯВА рёв, ус ав ЭВ ивт,,с = ЭВА, ос — 
== Э»„Аьзв,а, а я ЭП рвт, в, в = 0. (28) 


Следовательно *, 
О1 о Вии, -- 9,2, оВили 2 -Н 015, ‹В4:2, == 812, ‹В12иё,1 = 3,2, с А1оё1,1 — 
— О. «Ви + Зи Виж, 0 — ОА 1, =0, 9—1. 
[о 
С другой стороны, дифференцируя уравнения (2) по 2°, получаем 


Эл, св == От ве, с ых Оз, Овт а 6 вт, с = Вовте,с- 


® Полагаем в (28) В=1, 1=9, 6>2, а=1, у=2. 4=1, в=2. 
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Следовательно, 
о И = В, 
1715,6 1225 ‚с 
Оьс=——, Оье= —-=“, 82. (29) 
1 9, ^ 
Применяя эти ‚равенства, находим 


Эн, _ 2 9: «Ви, 1 — 4 о (Вил +- Вуль 2) = 


Вуозь о Визе 2 -- = Вьь, В ; — Он июзь 2 ‹ — зан, 8>2. (30) 


в. 11 


Но 
Он, сб» - 2,91 = Виыос. м3) 
Пользуясь этим уравнением и равенством (21) и полагая в (30) в =1, 2, 
приходим к следующим уравнениям относительно О; 811, 811, Ор: 
20.1 улья — Эно (Вов Е Вшыв,2) = 
оенаь, — о — — — — — — 
= —— Ан 1 Аза, Е 2_ ИВ1л1з, 11,1 — 91128,21 — 95 Ве, 62 (32) 


2% 11 


20.1 Висав а — 12; (А12зь,1 + Вэл) = 
г ра 2 т т 
ет В1о15 2812121 Г В!525, 284212, 2 — 9118 1225,2,2 — 921218513, 6 > 2. (33) 


41 23 
Считая, что неравенство (26) выполнено, и применяя равенства 


Фи. =9.1,—921, Фжи=Яю 1 — Оо, 
получаем 


ИЕ 1 1 а ея Се се Е 
Фр т Во 2 (Волз, В 4озь, 1 — Ао Ино) 
|9», 


о. т — та. ‚5 = - —> = 
в же 212,1 [(В1эоз,1 -- 2В 11,2) Вноче, 4 — (Втзоь 1-Е 2Ач,, 2) Ана] 
1 
- (О :Вь ол + 9 Взоль 1.1) (Вулов 1 - Врль, 2) — 


— (Зи Виоль 2, Е Эа Винь 1.1) (Вузов а -- Вана „зу 
++ 2Аиль 1 (ОВ 22 -- Оз Вучь, 1,2) — 2Ачль 1 (Оно о | Оыйни 3) | ы 


[6 

— 44 

Фи? = — 2 я Ваз (Влоов 1 Вазе, 2 — Визе аВнанв 2) Е 
290, 91 


о — — — —- — — — 
+ 5_ Вуз, [(2 ловя Е Влзлз,2) Вуооь, — (2Назоь,1 + Вузе 2) Ань, 2| + 
2 


+ (Ои В, 2,2 -- О» Вьль 1,2) (Вузе + Вне 2) — 
— (би уьь, а - Оз Вцыь 1,2) (Вчзовя Е Вань.) 
+ 2Вуеоь, (ион, ал Е Эзз Ане 1,1) — 2 уооь,з (Зина а О Аиньл) } , 
=, ОЕ — 2. 


* Применяем равенство (21). 
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После некоторых преобразований и воспользовавшись равенством 


Из = ОО», (34) 
получаем следующие уравнения, выражающие необходимые и достаточ- 
ные условия для существования равенств Ф.1›=0, Фу =0: 


Эл {Вано (Ваз о Йчоль,1 — Ичзнь нео 1) -- Риш [Внозво 1 (Внозе -- Виаь, а) — 
— Вузе о (Ваз Е Вчане,2) Е 2Разь 1 Вов, — Аль 1 Везв 2,2] } + 
+ 9:2 (2 Вчыол [Ель | 2 вв 2) Вне 1 — (Вил 2Вуль 2) Валь 1] 
+ Виола [Вуула лил (Вноов Е Визе, 2) — Ване 1,1 (Влосвл -- Анива) 
2 в Вааь и, — Аль 1 Вне 1,2]} = 0, 

9:1 {2 Вил», [(Влзь, | 2Ацозь, 1) Ачесь х — (Ваие, Е цю 1) Вуззь 2] 

+ Вьые [Вцозв,2,2 (Вчоле,1 Е Вчзнь, 2) — Вик, (азов Вцзв,з) + 

++ 2 Аль» В1оь,2,1 — 24а, эЙчеов 2,1] } 
- 9» { Вуоло ля (Вуоов, я Ване, — Ачооь АВ 4ав, 2) Е 
-- Вузе [Разв,л,2 (Йчольл Е Вузе, 2) — Вузе 1,2 (Вноза, 4 -Н Вань, >) -- 


- 2Аиооь›Нузне 1,1 — 2100,» 1218,1,1]} = 0, 
9, е>2. 
Для дальнейшего преобразования этих уравнений воспользуемся 
равенством (8). Умножая обе части этого равенства на ©,., находим 
Зв Аль -- 2. 9,« Юре в 2..9 „Азьвт == 0. 
Переставляем значки & и у: 
289 «Яите = 2..9 В ив + 250. Н ву =0. 
Вычитая последнее равенство из предьдущего и применяя (2), 
получаем: 


Влв« Вит Е Ве зв -- Вол Рив = 0. (35) 
Дифференцируя обе части этого равенства по 2°, находим: 
Понвь, сур =- Полте ‚с @).р8в -- Поль ‚сЙьвт т. Вов Вр, о = 
-- Вок Аив,с = Вол Вьвт,с РЕ 0. (36) 


Дифференцируем обе части полученного равенства по 2” и получаем: 


Волве, со иль -- По со дров + Воже, с, Влывт Е Волве ол, ЯГ 
— Воле,сВидв, - Воже, сВрвт,ю Е Поле о уте,с Е Поле, и Ндузв,о + 
= Поле, о ухьвт,с НЕ Вол Юл, 0, - Вок Виёв, с, -- Поз Юзрвт, о, — 0. (37) 


Следовательно *, 
Воде ‚с, Ва? Ве, < В1225,ь Е Ао о В12ы ‚о -- Нузе, в 1228,с 
+ Вис, Али ‹=0, 68,;е>2 


* Полагаем =; в=2, В=1, 1=2, 0, 3> 2, ч=1, у=2. 
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или 


В1ове ‚о, ше = 
= А1о15, оАчоре, о -- А1218 5 Й1озе, с — А194е,сЙ 1228, — Й 124.0 1225,0) 6,е>2. (38) 


Применяя эти равекства и пользуясь (21), можно необходимые и доста- 
точнье условия для существования равенств Ф!.=0, Ф»» =0 предота- 
вить в следующем виде: 


9.1 {(Влоь + Валь 2) В1ооё, 1,2 — (Вуооб -+- В ць,2) Вов - ВызоВ еее 
-Е а ВН 
+ 9,» {(Вчооь 1-Е Влоне,2) Вчаявл,л — (Вол -Е Вэнь, 2) Ваз — Виз оь аа 
а АВ но Ане Вале} = 0.0, 6 в (39) 
Эи { (Вх В Ву. -) Вива — (Визовая Вьыв 2) Вале ла -- Ву оАчивь 2.2 — 
ВоВе -— Ви. 2х Йцизё 1} НЕ 
9,2 (Ве а-- Ване) Вилен — (Вол Вуль,) Вале, — Вуло а Вцове 1 
+ 2В ль с Вуле ла —- Аль Вали +2 Виз «Ва: вь 1,1} ЖЕ (40) 
Эти уравнения мозино представить в инвариантной форме: 
Аль Вива ],, т Г Ава] ут — 2 ААВ а, А 8] ,т} 
вит (т-48) (9 88) бы. (41) 


Заметим, что Вова, 5 = 0 в том случае, когда, по крайней мере, три 
из значков а, В, |, 0, е, ® больше двух. Это следует из тождества 
Влапсйт и равенств (19) и (37). 

Таким образом, когда справедливы уравнения Гаусса, ранг матрицы 
|О,в! равен двум и выполнено неравенство (26), уравнения (13) и (41) 
выражают необходимье и достаточные условия существования уравне- 
ний Кодацци. 


$3 
Обратимся теперь к уравнениям Гаусса. Легко доказать, что сим- 


метричный тензор 2-го порядка 9, имеющий ранг 2, можно предста- 
вить следующим образом: 


в = рУсУв - 4 (%5бв - Увбе) -- Гбосв, (42) 


где р, 4 иг скаляры, а У», 0, — линейно независимые векторы. Под- 
ставим эти выражения для 9.5 в уравнения Гаусса, тогда 


Иов = (рг— 49°) (Уз — Увба) (У+95 — У55.,). (43) 


Из этих уравнений видно, что разность рг— 4° не должна равняться 
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нулю (иначе ранг ®.в был бы меньше двух). Не нарушая общности, 
можно считать, что 


Иа —= 1 (44) 
Из равенств (43) следует, что составляющие тензора кривизны рас- 
сматриваемого иространства должны удовлетворять системе уравнений 


Повто ьс — НавюЙ ие == 0; (45) 


иначе говоря, ранг матрицы |' Лов-ь | а порядка (каждой строке 
матрицы соответствует определенная пара значений яч и В (%< В, 
каждому столбцу определенная пара значений 1 и 6 (1<8)) должен 
быть равен единице. 

Если это условие выполнено, то тензор А.вё можно представить 
в следующем виде: 


ПВовть == баба , (46) 
тде ==-1 и «в- автисимметричный тензор 2-го порядка. Так как 
найдется такая пара значений х м 3 (а<В), для которой в Е 0 
то знак : определяется из условия Новоз = вв ин 

аз = Е У =Яывьр. (47) 

Остальные составляющие *,, находятся по формулам 
В- 
= ав А 
ая (48) 
ев 


Итак, тензор 5. определен с точностью до знака. В дальнейшем 
мы фиксируем определенный знак в формуле (47). Тензор &в является 
бивектором, т. е. 

ов Е ера Ува р (49) 
Где у» и 5»„- два линейно независимых вектора. Это можно установить 
простой ироверкой. Положим 


Ув. — Ао , Зв. = БЕ, (50) 
и подставим эти выражения в правую часть равенства (49). Тогда 
Да Селен, р Св) Сад) —0^0" (Соле, НЕ былбва,) в ав == ОО ВЕ (51) 


Здесь вужно воспользоваться формулами (46) и уравнениями, связы- 
вающими составляющие тензора кривизны. Если мы поставим условие 


у = 
(4^ бе = Л р 


то векторы У», 5», данные формулами (50), будут удовлетворять уравне- 
нию (49). Заметим, что, если у, И с» являются некоторыми решениями 
уравнения (49), то всякие другие решевия этого уравнения представ- 
ляют собой линейные комбинации указанных векторов. Следовательно, 
формулы (50) дают общие решения уравнения (49), причем должно быть 
выполнено равенство (51). 

Таким образом, для того чтобы тензор @.в, данный формулой (42), 
удовлетворял уравнениям (2), необходимо и достаточно (если выполнено 
равенство (44)), чтобы векторы У, и 5. были решениями уравнения (49) 
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или уравнения у,3в — 85 = — &8- 

Рассмотрим некоторые определенные решения (49). у, и с. будут их 
линейными комбинациями. Не нарушая общности, можно считать, что 
у, И с, совпадают с этими определенными решениями. 

Задача сводится к отысканию трех скаляров р, 4 и г, связанных 
зависимостью (44) (знак = определяется из условия вещественности &ь8) 
и обладающих тем свойством, что тензор Э.в, данный формулой (42), 
где у, и с„— определенные решения уравнения (49) *, — удовлетворяет 
уравнениям Кодацци. 


5 4 
Если выполнено неравенство (26), то’[необходимые и достаточные 


условия для скаляров р, 4 иг даются уравнениями (44), (13) и (41) **. 
Уравнения (13) можно представить в следующем виде: 


ФивВринетьь — Зов рытё,в == 0. (52) 
Введем, . далее, обозначение 


0: 8% 2 {АУ (во дыае] и -- ВоВ] Ух — 28, „и ],0,т} * 


ВМА ви) (в: 8) (53) 
Тогда уравнения (41) примут вид: 
09, =0. (54) 


Применяя равенства (42), получаем: 


Р [ув В ры] о — УБЕ Аб] а] Е 
- 9 [Ув рыть - ба В А Аыт] з — Уьб (в рыб] „в — бов рут] =] Е 
т [ов В рые] 5 — боб (ВЯ шт, в] = 0 (55) 


и 


РО оувуь -- Ч Озив (Увбь - Ув) -- ГО ооваь = 0. (56) 

Для того чтобы существовали значения р, 4 иг, удовлетворяющие 
уравнениям (55) и (56) и не равные одновременно нулю, необходимо 
и достаточно, чтобы все определители третьего порядка, составленные 
из коэффициентов при р, 4 иг в уравнениях (55) и (56), обращались 
в нуль.‘ 

Пусть М — некоторая точка рассматриваемой нами области про- 
странства У,. Приведем в соответствие этой точке такую систему 
координат, чтобы в этой точке и указанной системе выполнялись 
равенства: 


О; 


И... =" =1, 2% -—0 при в -ЕВ, Ав=0 при & +В. 


* Предполагается, что выполнено необходимое условие; тензор кривизны удо- 
влетворяет уравнениям (45). 

** Заметим, что уравнения (41) выражают необходимые условия для простран- 
ства класса { и в случае существования равенства (26а). Но тогда они следуют 
из (18) и уравнений, полученных в результате дифференцирования (26а). 
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Условимся обозначать составляющие тензора М... о. в точке М отно- 
сительно соответствующей системы ксординат через Ми... Из урэв- 
нений (35), вытекающих из равенств (46), получаем, после поднятия 
значков 1 и 6 и свертывания по индексам в и ул ид, 


В.в& В СЫ а «В а Воь В — 0 


или 
В 
о ( 1—5 3) =0. (57) 
Поднимаем значок е и свертываем по индексам у ие. В результате 
В 
Вы (в;— - $) ко, (58) 
Следовательно, 


Я, (Вы) 0, В, (9-5 50... (Я-то 


Ее нарушая общности, можно считать, что 


В 
2% 


В, =В,, = . Й.в =0 при других а, В. (59% 


В таком случае из равенств (57) следует, что А.„„.. =0, если хоть один 
из значков 4, у, е, | больше двух. Поэтому 


^— 


Вы НО. &8 =0 при других о, В. (60) 
Применяя равенства (50), выясняем, что оо. если 6 > 2. 
Пользуясь равенствами (36) и (37), получающимися в результате диф- 
ференцирования (35), и тождеством Вл1апсВ1, заключаем, что Във, ‹ =0, 
если, по крайней мере, два из значков а, В, {|,0,е больше двух, 
Йовте, ‹‚«=0, если три (или более) из значков а, В, |, 8, е, ® больше двух. 
Вычисляя (в указанной точке и соответствующей системе координат) 
коэффициенты при р, 9 и г в уравнениях (55), убеждаемся, что эти 
уравнения. или обращаются в тождества, или имеют следующий вид: 


РГ У Йа, — м у, (Виз, 1-Е Ань 2) У Ань, и - 
не [2%, с, Риз, 8 — (9, Е у. в.) (Во, а-Е Вад, „+ 25, д, Ань -- 
ме [9 Вил, а с, с, (Во, а-- Внав2) 0% Ань, 1—0, 8—2. (61) 
Вычислим теперь определитель, составленный из коэффициентов при 


р, Ч иг в трех таких уравнениях. После некоторых преобразований, 
применяя равенство (49), получаем для определителя такое выражение: 


Вне, 1 Вис, 1 Вана, з Йрль, 
Е Пинь, 1 Руль, 1-Е Вале, Виое, 2 
Дуо, 4 Йо, АыЕ Иа, й Ио, й 
(6, =, >> 2). 
. Для того чтобы существовали значения р, 4 иг, удовлетворяющие 


уравнениям (55) и (56) и не равные одновременно нулю, необходимо, 
тобы выголнялось равенство 
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Вяз л Визьл-Р Вл» Вуз 


Вел А161- Аше» ИАшлел =0 (62) 
Вилол Аульл- Вох Ва1зь 


бе®>2. 
В инвариантной форме его можно записать так: 


| Вр в. 81,8) Пива, В1) Юзциоз|01, Ва) 
Аул (ой.в) лил аиы,во  Ажщиеы,ва) |. 
Па» в.|62|,6) Виа в. [62| ,В 1) В) зиа 0.21 ®|,В 2) 


(в-тв)(в:—58:) (2-5) =0. (63 


Заметим, что это условие всегда выполняется при п 5. 
В точке М и специальной системе координат уравнения (56) имеют 
вид: 


РУ, бег, У (бы базе) у, иг] 
Г Ч [2°, 6 О: в (", с. я: У. 5.) (0: ы[. 0: Е 2 5 > 9: =] = 


— 


+ т [6, 7 Он 9, 9, (Оле Ок") 3,0 =0. (64) 


Определитель системы, составленной из двух уравнений (61) и одного 
уравнения (64), можно представить в виде произзедения 


д Уи У Во Вол -Р Вана» Вывл 
О У, Е, 6, "2:0, В» Во Вьь» Аалея 
5: ты 5. О" — (О 0) Ош 


Ко 
= Е о 
У. У, У, 18 
о яя он а 
27.9: 5,1 9.6, 29,0. |=, 
а и оу 
6. $1 2 6. 


В результате лолучаем следующее необходимое условие: 


ТОЙ Арова Е Вов В 
Вань Ве яЕ РВичел Вр =0. (65) 
0: — (О? бы”) 0 

(65 2). 
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Иначе говоря, в любой точке и системе координат должно быть выпол- 
нено равенство 


Аи в: В) (ол 161.) Юзаз181,Ва) 
Вл (в з|,В) Ви в1|е ‚В1) О 62) 
Вов с В а В1`с Пе В2`с 


- Чи: (в 5) (в 0% в 0. (66) 


Рассматривая системы, составленные из одного уравнения (64), двух 
‘уравнений (6%) и трех уравнений (64), получаем аналогичным гутем 
следующие несбходимые условия: 


Виз Вузы Е Вова Вась 
о. — (бе 6") Он" |=0 (822) (67) 
О: ната. 1 — (Он то Е О 1 Ой 


м ме > 1 Я 22 
0: „- О Он 9: 
я Пе 12 7 ми 22 
Ча О -- О ти = 0. (68) 
Пе. Я 12 7 рн 9 20 
Олеся Она ЕО От 
Так как, по предиоложению, справедливо неравенство (26), то суще- 
ствует такая пара значений 0 и =, больших двух, для которой ранг 
матрицы 
> = = = | 
Вл Пал -Р Асы» Вю (69) 
|| Ар Аа Акь» Выль 
равен двум. Поэтому равенства (67) и (68) являются следствиями 
(62) и (65). 
Итак, если выполнено неравенство (26), то для того, чтобы существо- 
) 
вали значения р, 4 и г, удовлетворяющие уравнениям (55) и (55) и не 
равные одновременно нулю, необходимо и достаточно, чтобы вь полиялись 
равенства (63) и (66). 


Предполагаем существование этих равенств. Рассмотрим два уравне- 
ния системы (61) 


— 


[У, Аа, = ‚(В В; 2.4 Вр 15, .) ая тн 15,1 1Р 
[2 Виа == ( ,5 в, у, с.) (Вл: 25, ‚Е Аича: НЯ с, Янв 9 
Е [Ани — 90, (Ваза -Е Яцаь, о. "В ииь | г= О, 
Г 


[У, “А ВУ у, (Ан. Г ++ Ви) А | Р- 
+ [25, 5 а. Ве  — С: с, НУ, с) (Ань я -- Ань, +2, с,Й: 44| @- 
ти [6 ° Я: = 6 (Я илея -|- Вице) Е 5, Й: в 7—0 


(6, => 2). 
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соответствующие тем значениям 8 и ‹, для ксторых ранг матрицы 
(69) равен двум. Все сстальные уравнения (61) и урагнения (64) будут 
следствиями написанных равенств. Из них мы находим следующие 
выражения для р, 9 ит (коэффициенты при № ке разны одновременно 
нулю); в противном случае ранг матрицы (69) был бы меньше двух: 


и \ 
р=^ ([Ёнв ‚(Йе 9 а -- Янь :) — ноль» (Ви. са Е Ан 15,7 ‚1. + 


+2 45, ‚Анхе, ий =, Вань $] <. РВ 
ых [Вась Е Ана, ›) инь, {ое ОЙ +) В: 8.49: *} 


а= —^ ([Аихьл (Вне, ТЕ *) — Ань ы (Ве + Аииь,з)] у, 
-- [Аза Вх се А ,В1 =] (у,5. ЧУ, .в,)-| й 
+ [Вуз 1 +- Вуь; =) Виа, : — (Ён и Вр Ме, ‚) Визе, 1. А -- 
| 
| 
) 


г=^ {[ Йчеие (Вне Е Ване ;)—Вь 9е, ‚(Втогьл Е Вуче; $] у, о 
+2 [Рузьл Вань а — ль аЙиевл] У.У, -- 


Е [Вива -Е и — (Ве ++ Аине а) Янь] У, *}. 


Для определения \ воспользуемся уравнением (44). Подставив в него 
вместо р, 4 иг выражения, даннье формулами (70), получаем 


ЗА. {[Внсово (Ваза Е Иные) —> Поль (ноль ат И] - 
. [(Ёнезь + В+1э1ь,2) Вел == (уе НЕ Виль з) Вузь 1] — 
— [Века — Араб (71) 


Введя обозначение 


[Вээв,2 (зоо 1 + Влэче,2) — А1эзь,2 (Нчсов1 -Р А1545,2)]. 
- [(Азоэв1 -- А1зчв,2) Ацае 4 — (Ачоле,4 Е Визе, 2) Визь 1] — 
— [Аль Валь» — Але 1 Ваха з]* = [же (72) 


находим 


в = Ааа. * или 1 = В ни, ГВ = — 


Из последнего равенства следует, что Г. должно иметь знак, про- 
тивоположный знаку В. 

Докажем, что необходимым и достаточным условием для этого 
является существование следующего неравенства: 


Г: 
Во Ао, о Арн, + —5 2“) . 
о Ви: —Ё 58") Вов ( Вст | Ве). В 0. (73) 
Для доказательства найдем выражение для левой части неравенства 


в точке М и соответствующей специальной системе координат. После 
некоторых преобразований получаем 
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ъ 
ВИ ада р [Алор (Волюл - Ау) (Алор -- инь) + 


1; 


> 7-4 4 > 
—- т (Вусльл + Азь,2) (Взорл Е Валь, 2) — 
^— > в > ^ ^^ 4 — 
— (Рахол -- Аа)" Валь Влазь, — (Вульл Е Вуль,2)* Варя Вир — 
— 27 2 м = — : — — — 
— Аль" Вуозр,2* -- 2В лол ар ао В арх — Вуль, 2 Вор 1] = 
% % 


ПН аь У Гы 


®«=Зр=8 


= В 
Так как Р=Гь, С, =Ои В, = — 5, То написанное выражение 


можно представить в следующем виде: 


Но, в силу условия (62), 


Идол = Ко Валь - 1. Вичел, ЙАрль2 = кВа -- 1 „Йцольо, 
Йулол - Арль — Кь (Вовя -- Ёзав) + № Ре - Внаь), 
Вира = КВьньл -- 1 Йль Ву? = КЙеаи + 1 йе, 
Вер я= Азлр =, (Ваал -- Йичь) +Ь (Вред -- Валь). 


Из этих равенств следует, что Гл», = (К, — №)" Гьё. В таком случае 


ант Бы ио-Аь 


р>%«>2 р>%«>2 


‘Следовательно, неравенство (73) эквивалентно неравенству [4. . В< 0, 
что и требовалось доказать. (Разности К»ь[, — #4 не обращаются одно- 
временно в нуль: одна из них равна единице. ) 

Предположим справедливость неравенства (73). В таком случае, 
с помощью формул (70) можно найти вещественные значения для р, 4 
и лс точностью до знака. 

Найдем выражения для р, 4 иг в инвариантной форме. Возведем 
обе части равенств (70) в квадрат, подставим ^? из (71) и просуммируем 
в числителях и знаменателях полученных дробей по всем 8, е большим 
двух. Легко видеть, что р”, 4, г’ можно представить в следующей 
инвариантной форме: 


а . 

= КТ в., | 
а 

= КТ Уабть, (74) 
а 

т = к Тау у Ут, 


2 Известия АН. серия математическая, № 6 
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где 
— т Вукоа, +) В свуе, с) Висит аь © ВА (цец, т) 
«(на лает ОА 
и 
Тут = Ви) ВА, д Вт" Вуда 0 ВА виь 1, 01) 
‚ Волив ата (д® Е: в) (в — арм) а. (76) 
Аналогично находим выражения для ра, рг, 4": 
а — ти 610 (116) › ] 
рг = Е Туи они, (77) 
в ЖЕ то Тит Ут) ил | 


Из полученных формул (74) и (77) определяем р, 4 ит е точностью 
до знака (знак одного из этих екаляров, не равного нулю, определяет 
знаки оетальных). Формула (42) определяет, с точностью до знака, 
тензор 93, удовлетворяющий, как это следует из предыдущих расеуж- 
дений, уравнениям Гаусса и Кодацци. 

Итак, еправедлива следующая 

ТЕОРЕМА. В том случае, когда выполияется неравенство (26), не- 
обходимые и достаточные условия для того, чтобы п-мерное риманово 
пространство с положительно определенной фундаментальной квадра- 
тичной дифференциальной формой имело класс 1 и ранг второй фун- 
даментальной квадратичной дяфференциальной формы равнялся двум, 
даны уравнениями (45), (63) и (66) и неравенством (73). 

Заметим, что в этом случае коэффициенты второй фундаментальной 
формы определяютея с точноетью до знака, т.е. пространетво 
неизгибаемо. (Равенство (26а) является, следовательно, необходи- 
мым условием для изгибаемости проетранетва.) 


$5 


Укажем другой метод решения задачи о необходимых и достаточных 
условиях для риманова пространства класса Т. При применении это” 
метода не нужно предполагать существование неравенства (26). Будем 
считать, что тензор Я.в, ранга 2, удорлетворяет уравнениям Гауеса 
и Кодацци. 

Воспользуемся той частной системой координат, которая была при- 
менена в $2. Так как 9, =, в при веех значениях индексов 
®, В, 1, то в частноети 9» 1=9и», Ор = О. 


* Применяя равенства (74), (77) и (44), можно доказать, что 


1 
КРС Тут 91 (Ву тт, -- Вуитти). 
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С помощью последних равенств из (32) и (33) получаем два урав- 
нения для определёния 9..1 и Эи»: 


29.5 1 В11в, 1 — 81,2 (Визиё 1 Е Визиь,2) = 


1 — 
ат Вол Ву, 8+5 Вел Винил — би Вуз, — 9 Вива 1, 8> 2; 
11 
29, : Выль — бол (Валь + Ала, = 
4 =. 
== Вуль,з Вчоло, ое - Вузь › Вуз, — би Аза, — 2 Ань, 1,2, 8—2. 


11 


Воспользовавшись равенетвом (21), находим из написанных выше урав- 
иений выражения для 9..1 и Эн: 


== 1 
Зи 4 о я ПЕНЫ 
Во [В оаь д Взеё и — (Вузиё 1 Е Яузе 2] 
- {2 Аул, (Вуз А12э 1 — 2Ауо,1 А1зэз,з) Ви Е 
-- (Вузов Е Ваз, 5) (Ваз, 1. Виз, — Во» Влль 1) 9 — 


_— Ани [Валь › (91 Виз 9 Валь, 1) + 
-- (Вулвл -- Вуз) (9 лы 58 а „Вл, 1,2)]} @>2); (78) 
9 = - 


Вуз Ваз Вх з— (Вухал Е Взиь,2)] 
‚(Вива В1л1в.2) (Ваха Вил — 21» 1 Вл 2) би 
++ 2Вилль,1 (Влолол Вузе, — Вуз, Вале) 95 — 
— Выль [2Врне 1 (Эа Вузов, > 9» Вияь 1,2) 
- (Виза -Н Влоль, м) (9 Вузе 9, Вузь 1,1) ва): (79) 
Далее, из (31) следует, что 


— Оо -- В оо 
Зи = 2121? о 22,1 : о р ее 2 1212,2 22 511,2 » 
°, 


1 


Подставляя в правые части этих равенств выражения для Эд 1 и 9 
данные формулами (78) и (79), имеем 


[== 


= и 
Эа Е ге 
121о [АВ че 1 Вулё, > — (Вузов, 1 Е Ализ, о). 


{2 Ва а Вань, (АА ав д НН Вил 2) — (Вуз а -Р Вуль Ваза (Возл а 
О. 1 [2 15,2 (ОА -- О Вилья) + 


-- (Вов | Вис) (Ви Пиво -- Оз Вучь 13) |} (> 2); (80) 
О = Ва 


, 


Во Вуае а Вала а — (Ву 1 + Вуль 2] 

{2 Ань, Вало (Ваза 2В иль) — (Вива Е Вуль Вано (ОВуль1-Вуь )-- 
9 [2 Ви-ль 1 (91 Вилл, Е бо» Вива) | 
-- Пьов 1 -- Але) (би (Вова бе Вичь,15)]} (5 > 2). (81)) 


9* 
2 
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Кроме того, 


о Е о Вы Те тя ‘о Во, 
218,1 1218,2 ке р Ее. ! 
ва=-еИ", ба“, Эви ое, О = —, 


и 1 2.2 =. (82) 
Оль = 9.51 = Оу, О 18 = биз, О.о 5 = Оо (> 0), 


91 А 91,2, 9,2 5 9.21, О.в, ма 0, (83) 


если, по крайней мере, два из значков «, В, | больше двух. 


Суммируя в числителях и знаменателях правых чаетей уравнений 
(78), (79), (80), (81) по 8 (от 3 до п), получаем равенетва, которым 
должны удовлетворять решения уравнений (2), (3) и (8): 


1 Ето 
. [Акко 4 Зов вы, м д 


вт = 7:2: = 


о вто (в® ое 
ЗАВ Се 
Ва ТЕ 


ЯР Пр ВМА с а Раны ву] 2 вт) - 


2 =) 
По аьАе* -- 


ух У 2. 
+ 2АВьььь В," вр о-Н АВ ыы,в Арс, В куидь) * — 
л 1 Узу Х лы 
— Вов ОВ > — 5 АВ В ьв,в (Вью НА рьь), (84) 
где 
У Х 
И’ = Аоольо Вы В (в МЕ 58») ‚(85) 


(предполагаем, что И =0). 

Наоборот, если справедливы равенства (84), то выполняются урав- 
нения Кодацци, так как Э3щ,, равняется некоторому тензору Раз, 
симметричному относительно своих значков. 

Система (84) представляет собою систему дифференциальных урав- 
нений с несколькими неизвестными функциями. Кроме того, эти 
функции должны удовлетворять уравнениям (2) и (8). Оказывается, 
что можно свести задачу к интегрированию системы в полных диф- 
ференциалах с одной неизвестной функцией, на которую, помимо 
этих, не наложено никаких добавочных условий. Это можно осуще- 
ствить следующим образом. Мы знаем, что общее решение уравнений 
{2) и (8) дается формулой (42), где р, 4, Ги у., в, уповлетворяют 
соответственно уравнениям (44) и (49). Кроме того, функции р, 9 иг 
связаны зависимостями (55) (так как уравнения (13) остаются в-силе: 
при их выводе мы не предполагали существование неравенства (26)). 


* В этом слагаемом подразумевается симметрирование по индексам +, В, 1, по 
индексам с, 6 и по индексам у, ®. 
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Из условия И’ -Е 0 следует, что. 


Ио 
Иуо(оло 1,6) (в;— = , О. (86) 


В таком случае, по крайней мере одко из уравнений (55) не обра- 
тится в тождество. В этом легко убедиться, воспользовавшись част- 
ной системой координат, примененной в $4. Остальные уравнения 
(55), при существовании равенства (26а), будут следствиями указан- 
ного уравнения. 

” Заметим, что система уравнений в полных дифференциалах (84) 
получена без предположения о справедливости равенства (26а). Но, 
конечно, ‘если бы оно не выполнялось, проще было бы решить задачу 
‚чисто алгебраическим путем —так, как это было указано в$ 4. 

Итак, предположим, что равенство (26а) выполияется. Тогда из 
уравнений (55) и (44) получатся две зависимости между р, 9 и г. 
Выразим две из этих величин через третью. 

В частной системе координат, примененной в $ 4, уравнения (55) 
обращаются или в тождества, или в равенства (61). Предположим для 
определенности, что в одном из уравнений (61) не равен нулю коэф- 
фициент при г, т.е. при нейотором 8>2 


5, °А 1225,2 — 0162 (Вузов, 1 + Вилль.) 9,” Вальл + 0. (87) 


Умножим обе части (64) на левую часть неравенства (92) и на 28112 
и просуммируем по всем 8 >> 2. В результате получим: 


Рода, в) оо В овльвоби до ВАМ | де & в) ТЕ 

+ 29 Вуьеыву до ВТ А дви взубта да ВИ (к —# « ах 

Е го, вуб бе ВОВ олива, ВИ (в 3 = ) =0, (88) 
причем, ввиду существования’ неравенства (87), 

Водо Во виола ВАМ (^” —_ в) 20 1 655) 
Введем следующие обозначения: 

Воров Во ВА вобиба, ВТР Г 1 Ра 

О О Я 

зерна ВЕ в розибо ВАТЫ т — 
Тогда уравнение (88) примет вид 


Ар 2Ва-Сг=0. (91) 


Из этого равенства находим г (С по цредположению не равно нулю) 
и подставляем в уравнение (44). В результате получаем 
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_ —Врь У (В:— АС) р з6* 

№ 

(2В:— АС) р= 2ВУ (В3— АС) р?— вС® 
[02 : 


(92) 


Итак, 4 иг выражены через р. 
Подставляя О. из (42) в (84), находим 


УаУвР, т - (Уодв - Убе) 9,1 - бабвГ,л = [авт 


где правая часть равенства зависит отр и известных функций от 
11, 2°,..., 4". Не нарушая общности, можем считать у, и с, взаимно 


ортогональными векторами. Умножая обе части последнего уравнения 
на уу, получаем 


т СА (93) 


где ху — функция от рия', 1',..., 2”. Функция р должна удовле- 
творять приведенной выше системе уравнений в полных дифферен- 
циалах. Общее решение этой системы, если оно существует, содержит, 
самое большее, одну произвольную постоянную. Следовательно, 4, ги 
Э.в могут зависеть, самое большее, от одной произвольной 
постоянной. 

Если система (93) имеет решение и тензор @,в может быть по- 
строен указанным образом, то вопрос о том, удовлетворяет ли он 
уравнениям НКодацци, решается непосредственной под- 
становкой. 

Итак, когда выполнено равенство (26а), но И’ -0, дан метод по- 
строения такого симметричного тензора 2-го порядка, ранга 2, кото- 
рьй должен удовлетворять уравнениям Гаусса и Кодацци. Если такой 
тензор можно построить и если он действительно удовлетворяет ука- 
занным уравнениям (последнее выясняется проверкой), то составляю- 
щие тензора зависят, самое большее, от одного параметра. 


$6 
Предположим, что одновременно выполняются равенства 


й 


2. Х 
[Ви В Це, — Рав, В сив,9)| - 


) 
(№-:8)(Е-и)=6, _ (9%) 
) 


у 0.165 В 
Вольво ВТ (2—5 в* —0 


и неравенство (86). Воспользуемся частной системой координат, вве- 
денной в $2. Из равенств (94) находим 
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Ваз (Вл л + Вок) — Ваэлья (В1озви 10182 =0, 


(В1зэв  А121в,2) В1ооь,о — (Воде 1-Е Вио1в 1) ново =0, (95) 
Вл Вне — Ане „Вань 1 т 0, 
ое, 
У Внь В зь, 2 — (Ель -- Вань) =0. (96) 
«=3 


На основании неравенства (86) заключаем, что имеется по крайней 
мере одно значение 6 (5 >> 2), для которого Аул, Ань, Алявл, В12э5 > 
не равны одновременно нулю. Из (95) следует, что 


Вил = Вал, Вы л-Н Винь а == №. (Вова + Визь 1); 
Ву, == Йа, в>2. 
Поэтому равенство (96) можно представить в следующем виде: 
хп 
( я ^,* ) - [4 Аида, — (Ваше л Е Вуль, 3] = 0. 
«=3. 


А так как \. не равны одновременно нулю (\;=1), то для каждого 
$ > 2 выполняется равенство 
4 Вилл Всё, — (Алая - А1з1в,2)* =0. (97) 


Воспользуемся равенством (21). Оно получено из (13) и при выводе 
его не предполагалось существование неравенства (26). Имеем: 


ИА 1 = ри, — А1о = — ра. 


Следовательно, 
— 40 и» — (Виллё 4 + Влллв,3)* = 0. 
Но 
= В 
918. == Ал === > . 


Поэтому при А < 0, в=0и Аль 1 Визль,›, Вяз, Вахе» равны нулю 
при всяком` 6 >> 0, т. е. справедливо равенство 


В 
Верь (№5 &)=0. (98) 


Итак, если пространство имеет класс 1 и ранг второй фундамен- 
тальной формы равен двум, то в том случае, когда справедливы равен- 
ства (94) и В <.0; обязательно должно бьть выполнено равенство (98). 
А тэк как мы предположили существование неравенства (86), то будем 
считать в этом параграфе, что В > 0. 

Воспользуемся равенствами (92). Они были получены независимо 
от предположения о неравенстве нулю И’ и поэтому остаются в силе. 
Легко доказать, пользуясь равенствами (94) и применяя ту ч:стную 
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систему координат, которая была введена в $ 4, справедливость сле- 
`.. “ 
дующего равенства: 


АС — В*=0. (99` 
Заметим, что е= —1, так как знак е обратен знаку А. Поэтому 
из (92) мы пон следующие выражения для 4 и г: 
—ВР-С 
и 100 
_ Ар+2В (100) 
ЕГОР 


Следовательно [см. (42)], 
Е 2В 
О = 7 [Сузув — В (ув - Увбь) | Авьсв] (© + Увб» — с в.в ) Е 


Введя обозначение 


В 
= ТЕ: бо —= Фо, (101) 
получаем для тензора Э.в: 
ов — Р®о®в + (Ф.св -- 986о). (102) 


®. И о. известные векторы. Функция р должна быть подобрана таким 
образом, чтобы были соблюдены уравнения Кодацци. 


Подставляя Э.в в эти уравнения, получаем систему дифференциаль- 
вых уравнений для определения функции р: 


Фив: = Р‚л®о®в — Р‚в Фо, НР (Ф.,уов - ФФ, — Фив, — Фо ®т,в) + 
+ (Флор - Фобв,у -- 08,19 + Фба, у — Фа, бт — Фабт,в — Ф.,60о — 5.8) =0. (103) 


Изучим свойства вектора ®.. Пользуясь частной системой коорди- 
нат, введенной в $ 4, и уравнением (101), определяющим вектор &, 
легко доказать справедливость следующих равенств (5 >> 2): 


«4 (Ауоэв,1 Е А1о4ё 2) — 2 Аль 1 =0, 


2% нов › — ®2 (Йниь + Взыв з) = 0, (104) 
| ®=0 при 8>0. 
Следовательно, 
ас 
[оо ,о) — ФВ (81,6) ] (в 5) =0. (105) 


Будем считать р некоторой определенной функцией от координат 
21, 2°,..., 2”. Тензор 9,3, определяемый равенством (102), удовлетво- 
ряет уравнениям (2) и (13). Следовательно, для этого тензора справед- 
ливы и равенства (24) и (25). Воспользовавшись формулами (104) 
(заметим, что систёма координат, введенная в $ 2, представляет собой 
специальный случай системы, рассмотренной в $4, и поэтому обла- 
дает всеми ее свойствами), приходим к равенствам * 


* Из равенств (24) и (97) и неравенства (86) следует, что должно быть некото- 
рое 6 > 2, при котором "Иль, 6 Ву, „ не равны нулю. 
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Фи, — Фо = 0, 


(<> 2) } (106) 


Фо: — Фив, =0. 


Принимая во внимание, что в; =0, Ф„,=0, при 8>2, приходим 
к выводу, что для тензора Э,з справедливы следующие равенства: 
Фев — Фолзюв -- Фигво, =0. (107) 
Применяя равенства (103), получаем для суммы, стоящей в левой 
части уравнения (107), такое выражение: 


Фо» [(38,1 — ®у,в) ®5 -- (Фу,5 — 65,1) ов - (95,8 — 9в,ё) ©] РЕ 
{а [(®в,у — ®т,5) ё | (9,5 — 9,1) Фв- (95,8 — Фв,в) в] 
- [ву — су,в) в - (51,5 — 08,1) ®в - (98,8 — ов,в) о ]Фо-Н Фо, вв - Фо тв -Н Фоьёв‹}. 
Но так как эта сумма равна нулю при всяком р, то справед- 
ливы равенства: 


(98,1 — 1,8) 5 - (05,5 — Ф5,л) фз + (5,8 — 8,5) в = 0 (108) 

и 
[(ов,т — 91,8) 95-Е (6;,5 — 08,1) ов (95,8 — 9в,ё) фл] Фь-Фь, вби Фи убав-Е Фо.вбвт = 0. 

Последнее уравнение после некоторьх преобразований принимает 
вид: 
(бат Е Зав Е бавьу) Фь Е 68 (5,6 — ву) Е бы (Фыв — Фв,е) Е бьз (овух — ФВ) Е 

- Фа, 5 вт + Фа, вВбуё + Фо, тб2в = 0. (109) 

Равенства (108) и (109) можно было бы получить и непосредственно, . 
‚не обращаясь к результатам $ 2, а дифференцируя уравнения (105). 
Но это более длинный путь. 

Применяя равенства (103), находим 


ФФ, — Ф.Ф, = Рр [9, (9,106 — Фо. 89) — Фа (6,198 — ®,, 801) + 
4 [, (оъ,у0в — Фь,вот - Ф80а, т — 0,8) — 5 (6,08 — Фу, 89 ФВ», — ув) 
- (68,7 — 91.8) 6]. 
Предполагая справедливость уравнений Кодацци, мы получаем 
следующую систему уравнений для функции р: 


р [®, (Ф.,198 — Фа, Фу) — Фо (9,108 — ®,,80;)] + 
+ [о, (0.168 — Ф»,вбу -- Ф6бо,у — @10а,в) — Фо (Ф,,10в — Фь,вбу -[ Фвбу,у — Фубу,в) 
(я — 9) +] =0. (110) 
Если 
в, (Фа, 708 — ®л,60у) — Фо (6, 1Фв — ®,,в®.) =Е 0, (111) 


то р определяется с точностью до знака, и вопрос о том — удовлетво- 
ряются ли уравнения Кодацци, решается непосредственной 
подстановкой. При положительном ответе пространство имеет 
класс Ти оно неизгибаемо. В том случае, когда справедливо равенство: 

Ф, (9,108 — Фа, вфт) — Фо (6,108 — ‹,,в0;) =0, (112) 
необходимым условием является существование равенства: 

Фу (2..1 — Фа,вбу -Е 8ба,у — 910.8) — 
— в (®,, 10 — ®,, 691 Е Фвб»,у — 010,6) - (®в,у — Фу,в) 6 =0. 
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После некоторых преобразований этому равенству можно придать 
следующий вид: 


25, (ва, — Фо, ВФ.) — 29% (®,, в — в, во.) 
ЗЕ оо,лбьв -Р Фвбуа,у Е б5л,,8 — Фа, Вбр — Фуба,в — бовФи т Е 
- (Фу — ®т,8) а = 0. (113) 
Предположим существование равенств (112) и (113). В таком елу- 
чае для любого р 


«Фев. == „ФВ — ©. (1 14) 


Пуеть в некоторой системе координат составляющая ®з (В — опреде- 
ленное значение индекса) в рассматриваемой нами области не равна 
нулю. Тогда из равенств (107) и (114) следует, что в этой системе 
координат и указанной области уравнения Кодацци, составленные 
для тензора Э.в, данного формулой (102), будут следствиями уравнений 


Фи, =0 (1). (115) 
Поэтому достаточно, чтобы функция р удовлетворяла системе (115), 
состоящей из и—1 уравнения. 

Для упрощения равенств (103) и, в частности, равенств (115), рас- 
смотрим выражение ‹, 42°. На основании (108) заключаем, что это 
выражение имеет интегрирующий множитель № *. Иначе говоря, суще- 
ствует функция 2, удовлетворяющая системе уравнений 

43 
Е 


Для этой функции справедливы равенства: 
95 03 
08 


о, = 0. (446) 


Рассмотрим некоторое решение 2 этой системы. Введем новую 


систему координат '’х', '’х°,..., "хи, положив '’==2 и поставив требо- 
х 
м 


дх 
Тогда, как видно из (103) и (116), уравнения Кодацци не будут содер- 
жать производной от р по '2'. Обозначим результат преобразования 
Ф,з, к новым переменным через Тв. 


На основании сказанного заключаем, что все уравнения Кодацци 
будут следствиями уравнений 
а О) (117) 


(В — определенное значение индекса). 


вание, чтобы не обращался в рассматриваемой области в нуль. 


* См. Е. Соцгзав, Гесопз зиг Ри\6атгайоп 4ез 6ааНопз ах аегубез раг- 
Не]-1ез Аа ргепиег огаге, 1921, р. 126. 
Заметим, кстати, что 


РИМАНОВЫ ПРОСТРАНСТВА КЛАССА 1 277. 


Эти уравнения содержат лишь производные от р по '’д*, '12,..., "дп 
и могут быть разрешены относительно этих производных А т 
из коэффициентов при производных равен и—1, так как он равнялся 
этому числу до преобразования координат). Таким образом, мы при- 
ходим к системе уравнений в полных дифференциалах с одной неиз- 
вестной функцией р ип—1 независимыми переменными '22?, ’23,..., ’дп 
(’2’ играет роль параметра). Общее решение этой системы — если о 
существует— может зависеть, самое большее, от одной произволь- 
ной функции от 'л', т. е. может иметь такой вид: 


р=-ЕЕ (21, '2?,..., ‘ам, 0 (27), (118) 


где 8 — произвольная функция. Подставляя найденное таким образом р 
в уравнение (102), получаем тензор ®.в, удовлетворяющий уравнениям 
Гаусса и Кодацци. 

Итак, в том случае, когда выполнены равенства (94), (112) и (113) 
и неравенство (86), необходимым и достаточным условием того, чтобы 
пространство было класса Т, является существование решения у си- 
стемы в полных дифференциалах (117). В том случае, когда решение 
существует, выражение для тензора 9 содержит, самое большее, 
одну произвольную функцию одного аргумента. 


87 
Предположим, наконец, что выполнено равенство (98). Применяя 
‘ 
систему координат, введенную в $ 2, находим 


Вевл=0, Виа Вув = 0, Вов =0 (6 > 2). 
Следовательно, 
О: =0, 919.5, — ббьи=0, Эь»=0 (6 > 2). 
Предполагая справедливость уравнений Кодацци, получаем: 
9128 =0, О нОм — 9. „би в=0 (8 >22). 
С другой стороны, 
а > > 1 
ОО | Зи, = Азии = — 5 Аъ. 


Следовательно, 
2. и в о ей = 1 В = 
1512,5 142,5“ А4 О о 
Яи,ё = Е ее бр = б-р, Эоз= 0, 82. 
29.2 2 


На основании приведенных равенств заключаем, что симметричный 
тензор О.в ранга 2, удовлетворяющий уравнениям Гаусса и Кодацци, 
должен быть решением системы 


(9. = О.в ий (№ 5) —0. 


Ее можно представить в таком виде: 


(7 Г (в-5 в) о. (149) 
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Подставив в эти Уравнения значения 9: из (42), находим 


( Р.зУзУв - 9, (У«бв - Увбе) - Г,5басв) (в. =) = ов (=, ар, ЧУ Г) 
где в известная функция от своих аргументов. Не нарушая 
общности, можем предположизь, что у», с, будут взаимно ортогональ- 
ными векторами. Умножая обе части нашего равенства сначала на 
"ув, а зазем у“о8 и исключая г с помощью равенства (44), приходим - 
к уравнениям 


ра (тн) -ь (27, ... 1", р, 9), 


(120) 
а» (В Е - “)= я КАНЕ ВН 
Рассмотрим вспомогательную систему уравнений 
= ОЕ а 55 Е = =0. 
х,@=( т (121) 


В 
Введем обозначение №—5 4% =а). Тогда система (121) примет 
05 
вид я 2 =0. Докажем, что она замкнутая. Составим, скобки Пуас- 
28 


сона (Х,, Х»): 


г 9-24 ау И ВТ 
(Хх) = 1% а) — х,@) = [< С ] и 
У Е У’ У Е ууу УЕ д — 
5 [а (а, и г & == р а р а8 ь (а, 5 нЕ т а. ке? р а*)] ее р 
= (а ‚4 — а) а ы] ех + (а Г’ — о) Х.. 
9 


Изучим тензор а, 58 —@ ‚ар. Пользуясь частной системой коорди- 
нат, примененной в $ 4, легко доказать, что этот тензор равен 


ре (аа, — аа 


Следовательно, е. 
(5, т Е (и- тра: 
[(Е-з 8) г (в-ч8) Гм] хо, (122) 


т. е. система (121) замкнутая. Ранг матрицы, составленной из коэффи- 
циентов при производных, равен п—2, поэтому система имеет два 
независимых решения 2 и 2*°. Введем новые координаты 'х', 'д*, ... 
...› 2”, положив '2'=2', '5’=2’ и ставя условие, чтобы определитель 


‘ 


д’х у 
т был в рассматриваемой области отличен от нуля. 


В таком случае уравнения (120), преобразованные к новым перемен- 
ным, не будут содержать производных по '’5\, ’5*. 

Возобновляя рассуждения, приведенные в конце предыдущего 
параграфа, приходим к выводу, что при интегрировании системы (120) 
может встретиться один из следующих четырех случаев: 
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1. Система не имеет решения. Тогда пространство не будет про- 
странством класса Г. 

2. Из системы (120) находим определенные выражения для риа 
через 2', 1’, ..., 2”. Вопрос о том, удовлетворяет ли тензор Я.в урав- 
нениям Кодации, решается простой проверкой. 

3. В гыражения для ри 4 входит одна произвольная функция 0 
от '2', ’д?, т.е. 

РФ ан), 
нь И) 


4. Общее решение системы (120) зависит от двух произвольных 
функций 0 ихот '2', ’л?, т. е. 


р=Ф (т, ‘р, А, 2”, <>, е (*5", '’)), 
9=$('2т”, Ее 9('х, '2”), Ф =", у 


# 

Условимся в дальнейшем не ставить штрихи у координат. 

Рассмотрим теперь случай 3. Определяя г из уравнения (44), 
находим 


р=Ф(х, т... ‚т, 0(1, 27), 
Об, 62), (123) 
р, ось и, о) 


Для определения функции 0 используем уравнения Кодацци. Если 
мы подставим в них 9.в из (42), то они примут следующий вид: 


^ РУз в + 9, (уозв Е Увде) Е Губа9в — Р.вузУ — 4,8 (\в9у -- У,ды) — Году = 
= Рьву (р, 4,7, 2, 2’,..., 2"). (124) 


Подставляя вместо р, 4 иг их выражения, данные равенствами 
(123), получаем систему уравнений в частвых производных с одной 
неизвестной функцией 0. 

Полагаем сначала в (124) В`>2, у>2. Легко видеть, что в этом 
случае уравнения (124) не содержат производных от функции 0. 
Здесь могут представиться следующие случаи: 

1. Из указанных уравнений следует зависимость между 2", х*,..., 27”. 

2. 0 определяется как функция не только от 2 и 127, но и от 
других координат. / 
`° . 3. 0 определяется как функция от х' и #27. 

4. Эти уравнения обращаются в тождества. 

В первых двух случаях пространство не будет пространством 
класса [. В случае 3 вопрос решается непосредственной подстановкой 
полученной функции 0 в остальные уравнения Кодацци. 

Исследуем случай 4. Нам осталось рассмотреть уравнения Фи, =0, 


Ф.г, =0 (1>2, &а=1, 2, ..., п), Ф,,, =0, Ф,,,=0. 
Полагая в (124) 1>2, В=1,2 и применяя уравнения (123), полу- 
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чаем для фунции 0 следующую систему уравнений в частных произ- 
водных: 


д 0. дг гв 
[=> ЭР (ыду - де) очи | ее о, 


д 5 дк (^) 
ое Съоу знак) 4 вьлу 9 | бл Иан (29, 2%, .. ам 0) 


где 0.1, и О.», — известные функции \ от своих аргументов. 
Здесь могут быть следующие возможности: 


1. Сумма УБЕ (ых + зна») 91 - ды: 6 хоть при одной паре из 
указанных значений а и { не зависит от @ и не обращается тожде- 
ственно в нуль. В этом случае дело сводится к интегрированию си- 
стемы уравнений в полных дифференциалах; если решение существует, 
то оно зависит, самое большее, от одной произвольной постоянной. 


Вопрос о справедливости остальных уравнений Кодацци решается 
простой проверкой. 


ы Ор 04а д» 

2. Некоторые из сумм уу, 9 (9  У+ба) об  3а9+ 55 зависят от 0, 
остальные тождественно равны нулю. После исследования значений 
9 *, обращающих одну из таких сумм в нуль, и исключения этих 
значений в дальнейшем из рассмотрения, приходим к предыдущему 


случаю. 
3. В Ор 04 дг 
. Все суммы ум; у-[ (%9.- У:9) 5-Е 9+5 тождественно равны 


нулю при указанных значениях & и 1. Предполагаем, что и правые 
части (125) — тождественные нули**. 


Обратимся к уравнениями Ф,,,=0, Ф,,, =0. Они имеют следующий 
вид: 


д : 
+ пива — ] 
—[» Р-Н (о, ув) т о,с, о ва =0 вы (9, ... 2%, 6), 


(126) 
[>> УР (ив, нс.) 9 о, в 
-[* ое 2у,с, а | бе, НИ 9). } 


Рассматриваем эти уравнения, как систему двух уравнений с двумя 
неизвестными 81 и 09... Если определитель системы не равен тожде- 
ственно нулю, то дело сводится к интегрированию системы уравнений 


х 


* Исследования— имеются ли среди этих 60 такие, которые зависят только от 
2! и 2' и удовлетворяют уравнения Кодацци: 


** Случай, когда мы имеем несколько уравнений, связывающих 2',. а 0, 
разобран нами выше. 
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в полных дифференциалах и к изучению тех значений 9, которые 
обращают в нуль указанный определитель. Тогда @ может зависеть, 
самое большее, от одной произвольной постоянной. 

В том случае, когда определитель тождественно равен нулю, должны 
быть выполнены условия совместности системы. Если эти условия 
удовлетворяются тождественно, то для определения функции 0 у нас 
имеется одно уравнение в частных производных. Заметим, что по 
крайней мере один из коэффициентов при производных 0: и 0, 
в уравнениях (126) не равен тождественно нулю (иначе мы имели бы 
НО, что очевидно невозможно, так как мы заранее пред- 
положили, что, по крайней мере, одна из функций р, 4 зависит от 6). 


д д Эт + 
Предположим для определенности, что у’ о 2,5, 59-9 эВ 0. 


Исследовав отдельно те значения 0, которые обращают эту сумму 
в нуль, и исключив их затем из рассмотрения, мы можем привести 
первое из уравнений (126) к следующему виду: 


05—=Р (21, 2?,... , 4”, 010). (127) 


Общее решение уравнения (127) зависит от одной произвольной 
функции от х' *. На основании сделанных предположений заключаем, 
что это общее решение удовлетворяет всем уравнениям Кодацци**. 
Итак, в том случае, когда р,.4 ит давы равенствами (123), если 
существует тензор Э.в, удовлетворяющий уравнениям Кодацци, то он 


зависит, самое большее, от одной произвольной функции одного 
аргумента. 
Предположим теперь, что общее решение системы (120) содержит 


две произвольные функции от двух координат, т. е. 


РЕФ о оьебН (о), 
О ее) (128) 
г=р (а, пен, (хо) 


Функции @ и о должны быть подобраны таким образом, чтобы 
р,.4 и г удовлетворяли уравнениям (124). При исследовании этих 
уравнений для случая В > 2, 1>2 нам придется почти дословно по> 
вторить те рассуждения, которые были приведены при рассмотрении 
одной неизвестной функции. 

Замерим, что если из уравнений Фз,=0 при В`>2, 1>2 следует 
зависимость между о, 0, 2', 2”, то дело сводится к предыдущему 
случаю. 


* См. Е. Сомгза%, 1есопз вит ]’пибота&оп дез бача4опз амх демубез рагИеПез 
. 

4а ргепйег огаге, р. 2, 1921. 
** Мы говорим о`таком решении, которое зависит лишь от 27 и 17. 


. 
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Рассмотрим случай, когда указанные уравнения обращаются в то- 
ждества. Исследуем равенства Фи, =0, Фи, =0, «=1,2,..., п, 1 > 2. 
Их можно представить в виде: 


д д дт 
[ У + (<, У,9.) 5 - 949. 56 ] 9. 


д д дг 
+ [=> ТУ + бабу до ] 6,1 = Г.41(2', 21°, ... , 2”, 0, 6), 


(129) 
р [ ум, 90 и ада 5] -Е 
д дг ; 
+ [ УзУт 5е+ (Ус, у.з,) 0 ея ое. 5] ОО (2.2... 20.0). 
Если не все спределители 
дг др дг 
уз, ОР 5 ь -Е Сие, ув.) 54 20 - 945. 56 Ус - 2 бам? 2 68. 6 


дг дг 
УВУз Е ры (всё Е УёУ у 90 —- 6855 56 ви 92 Е (Ув - уав) 2 Оо Ч ово = до 


(Вып, 1892) 


тождественно равны нулю, то задача сводится к интегрированию 
системы уравнений в полных дифференциалах с двумя неизвестными 
функциями и к исследованию тех значений 0 и ‹, которые обращают 
Указанные определители в нуль. В этом случае тензор Я,в может 
зависеть самое большее от двух произвольных постоянных. 
Предполагая, что вое приведенные выше определители тожде- 
ственно равны нулю, мы приходим к следующим соотношениям: 


р др ба 09 др др 
90 ды 90 до 90: ды 
| боба |= бр д» |= 0, а дн де |= 0} | 
90 ды 90 д 20 ды 
® ® 90 д» | ` (130) 
др 9Р 94 94 др др ь 
0 до 90 до 960 до 
Ут У 94 94 - 6.5: дг д" -Н Ус 5) дг д» =0 (т, 8>2) ° 
90 ды 90 до 90 дь ) 
Так как оп - р г 
ределитель == 9 то 
5 = 0, х ь: 1,3 р. 2. (130а) 
Последнее равенство получается после исключения — $ ий с по- 
« 


мощью соотношения (44). Полагая в нем 8=1, находим ру? -- 24.6, - 
` Е то*=0 (1>2) (или применяя еще раз равенство (44)) (ру, + 94°.) - 

+ е0:=0 (у>>2). Отсюда следует, что у.=,=0 при 1 >2— иначе 
существовала бы зависимость между ри 4, не содержащая 0 и о, 
и мы пришли бы к ранее разобранному случаю. Поэтому левые части 
равенств (129) тождественно равны нулю. Остается исследовать, не 
будут ли решениями уравнений Кодацци те значения 0 и ®, которые 
обращают в нуль правые части указанных нами равенств. 
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Если уравнения (129) удовлетворяются тождественно, то для решения 
вопроса о том, будет ли рассматриваемое пространство класса Г. 
нужно исследовать уравнения Ф,,, =0, Ф,,, =0. Они имеют следующий 
вид: 


+2, оо | 0. [у о но па бчнааь д ] 
— У (9,9, У,9,) 69 - 5,9, 50 5 |= 
-|[ 1 вле ба -Г» 5,) м 16. — и = 
И О), 
Г омеуедой ен ] 0 -- р (131) 
+ [ >, ОР (9:5, уча) 5+ вах | ва — 


о дГ 
—[% 200 в +2* и 55% | и — 


д д .д : р 
— [›: УР 42 ув еб Е ] < 1 = (> 2)... ры 9, ‹). 


2 до 272 до 2 до 


) 


Из уравнений (131) можно найти 0. и ®.. В таком случае, как 
известно*, решения будут зависеть от двух произвольных функций 
1 
0.2 


$8 : 

Итак, все возможные варианты разобраны. В том случае, когда 
справедливо неравенство (26), даны необходимые и достаточные усло- 
вия в явном виде, в тензорной форме, для того, чтобы пространство 
имело класс Г. Если эти условия выполнены, то можно дать инва- 
риантное выражение для тензора @з с точностью до знака; про- 
странство неизгибаемо. 

В случае существования равенства (26а) дан прием отыскания 
в каждом отдельном случае тензора в, удовлетворяющего уравнениям 
Гаусса и Кодацци, и изучена степень общности решения. 

Те случаи изгибания пространства, возможность которых нами 
указана (пространство зависит от одного параметра, от одной или от 
двух произвольных функций одного аргумента), существуют реально. 
Они разобраны Е. Сайап’ом (*). 
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М. Л. НАЙМАРК 


0 СНЕКТРАЛЬНЫХ ФУНЕЦИЯХ СИММЕТРИИ ЧЕСКОГО 
ОПЕРАТОРА 


(Представлено академиком С. П. Соболевым) 


В работе дан прием для нахождения всех спектральных функций 
симметрического оператора. Этот прием применяется затем к операто- 
рам с индексом дефекта (1,1) В частности, отсюда получается формула 
Неванлинна для решений стененной проблемы моментов. 

В статье (*) было дано полное описание всех спектральных функций 
симметрического оператора при помощи введенного тэм понятия расши- 
рения симметричесМого оператора. Однако результзты этой статьи, не- 
смотря на свою полноту с теоретической точки зрения, не дают практи- 
ческих приемов для нахождения спектральных Функций в различных 
конкретных случаях. В настоящей заметке мы имеем в виду указать 
один такой общий прием и применить его к операторам с индексом 
дефекта (1,1). 

С такими операторами приходится, например, иметь дело в разного 
рода проблемах моментов * каждьй раз, когда имеет место так назы- 
ваемый неопределенный случай. Здесь, ради простоты и краткости изло- 
жения, мы ограничимся применением общего результата об операторах 
с индексом дефекта (1,1) к классическому случаю степенной проблемы 
моментов в (—ос2, со), что приведет нас к известной формуле Неван- 
линна (°). 

Более подробно на развитых здесь методах и их приложениях к более 
широким классам операторов мы имеем в виду остановиться в отдель- 
ной статье. 

Всюду в этой заметче без особых оговорок используются обозначения 
и результаты статьи ('). 


$ 1. Общая формула для спектральных фугкций 
Пусть И, —замкнутьй самметрический оператор в гильбертовском 
пространстве ®,, а $ гильбертовское пространство, содержащее 9 
и такое, что 


Ч, м У: 


* М. С Лившиц сообщил мне иедэвно полученные им общие критерии разре- 
шимости, охватывающие много различных типов проблем моментов. 


3* 


286 М. А. НАЙМАРК 


Тогда [см. (*), теорема 5] всякая спектральная функция Ё, (№) опера- 
тора Н, задается формулой Е, (в) =Е,Е (№) 8, 8ЕФ., где Е (р) — спек- 
тральная функция самосопряженного расширения Н в 5 оператора Н,, 
а Е, — оператор проектирования в 5 на 9, 

Пользуясь формулой обращения Стильтьеса, можно определить опе- 
ратор Ё, (р), если известен 


о я 
етот УЕ КСЕ в 


_© 


для всех ^, Пил = 0 и всех #Е5,. Таким образом, наша задача определе- 
ния веех Ё, (5) сводится к определению всех ЕЁ, (Н—^ 1). При этом 


со со 
ао | О : Г - 
илу . — р. достаточно опрепелить этот оператор 
/ ЦА и 
— © —со 


в одной ив полуплоскостей [п ) > 0, 11% 0. 
Положим }=(НЫ—)^1)'е; так как }ЕЗЭ(Н), то [см. ('), теорема 3] 
] представляется в виде 


7 > и = -Н (ОФ, Е И, .ф,) аа ы (ЧФ Е № (2) 


РЕЗ (Н,), Г. ЕЗ(Н,), $6, +=, 


где Н, — замкнутый эрмитовский оператор в 9,, а 0 — | Од | кз — 


: 1 2 
оператор, изометрически отображающий 3} ФУ) на 9% © 9% . При 
этом 


Н/= НЙ — А. + (О ФНО Ф.)- Н./, — №. (0.5. И „е,). (3) 
Из (2) и (3) следует, что 
в=Н}—№=Н,}, — (А —^)Ф-+Н./, — А, +0. —Л)ф,, (4) 


а так как &6®,, то должно быть Н,!, —^/, + (^—^)ф, =0. С другой 
стороны, Н,/, —^1, 1$Ф,; поэтому из последнего равенства следует, что 
ф. =0, ], =0, и (2), (4) принимают вид: 


1=А—Ф-+ 9$, НИ, 

в=Н/, — А -+(—Юф.. 

Пусть 0, — оператор проектирования в $), на 3%; тогда последнее. 

равенство дает: Н,}, —Х/, = (1— 0) в, (^—^)ф = 0: $, следовательно, 
=(Н, —М)" (1—8, «=. бен 


Е, (Н— 1) =Е = рф РО их, =(Н, —^4)-Н4 = 0;) — 


1 1 1 
а И. 8. (5) 


а и 
Векторы (Н, —*1)- (1 — 0,) а. 0; 8 вполне определяются 
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`— 


#” ь Е 1 * 
оператором Я,, последнее же слагаемое а (0:5 зависит еще и от 
—=А 2 


{,,, т. е. от. выбора того или иного расширения Н оператора Н,. 
Поэтому задача определения всех Е, (в) будет решена, если сумзем 
определить все (7,, в зависимости от }., Пи» = 0. 


1 1 1 1 
Рассмотрим для этого элемент й = — В а: 0,0; 2 -- 


20, Оуе. Он получается, если положить ев (2) 1 =/,=$,=0, 


поэтому РЕФ(Н). Пусть ^, — фиксированное не-действительное число. 
Применяя (2) и (3) к № вместо 2 и ^, вместо )., получим 


4 а 1 1 4 1 
ет ое ы 301058 и й в РЕ = 


== Я У я-Е (УФ - У, 9?) Г я $ Е (7..1 и Т.Ф?) 7 


й ьл ^ 
= 0: -- - 0,, 02 НЕ 0..О;в = 
Е 1—4 1—4 


й 


= НА — №9 (УИ) Н.В — НА, (У! Т,.99, 
тде 1, $1, +, Гж— значения /[,, Ф,, $., Ол, соответствующие }.,. 
Проектируя эти равенства на ®, и на %,, получим 
1 


[бя ба =Л- я - ня, (6) 


= т Ох ыя г 0, .0,5 == НЙ — №91 НР == и, $), (7) 


бе =Н яя), (8) 

Абв = Н.Я АТ). (9) 

Умножая (6) на —}.(—^) и складывая с (7), придем к равенствам 

Ов= НИ — 0, — №) 0, —Ю (Я -У, 99, (10) 

(ув = Н-П — 0 —Ю 9-0) (Уря). (М) 
Аналогично, умножая (8) на—^ и складывая с (9), получим 

0= Н.?? с » о: (С ы- ^) ф: . (*, 7% ^) (Г, -- У, .$:). (12) 


Наконец, применяя к обеим частям (10), (11), (12) операторы 


1 1 8 
0;:, 0, и 0, ‚, соответственно, находим 


О'Е= — (0% —^№) 0,90, — №) ОТ, $), (13) 
0,0: 5 (^, —^) 0:9 + (0, —р) 0: (У 9 НЕ Г, .2?), (14) 
0 ——. (^. — ^) 047 Е (7, и ^) 0: (У. .$! =" Г..$:) з (15) 


Равенства (13) и (15) представляют собою линейное отображение 
1 2 РА а ы 
некоторого подпространства 3%, Ф 5, в {;. Это отображение вза 


1 
амно однозначно, ибо из (0:5 =0О следует, что левая часть (6) обра- 
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я Е 1 1 
щается в нуль, а значит, в силу линейной независимости 3}; , №, в 


Ф(Н,). что № =0, +91 =0, Уд И, = 0, т. е. У, 3 =0, 92 =0 [6м. (*),, 
$2, (9)]. Ч\роме того, в силу произвольности 8, образом при этом 


я 1 
отображении должны быть все $};. Поэтому существует обратное ото- 


бражение, которое являетея ограниченным оператором из 9% в. 
9%, ФФ 9%. Другими словами, 

и=В, 0:8, = В, 0:6, (16) 
где В,, В: — ограниченные операторы из 3х, в 9% и 9%. соответетвен- 


1 т 2 
но, вполне определяемые известными операторами (©-, 0:,0:, Ум. 
Подетавляя (16) в (14), получаем 


С. 0:3= — 0.—%) 0,8. 08+0.—^) 9, (УВ, бЕ-Г,,В, 0,8); 
следовательно, в силу (5), 


\ Е, (Н 11) 8 = 
4 1 


=(Н,— а 0) 8—8 


А— 4 


ый Е м р ом а 
55 то 9. В, 10.2 шя 0: (У „В, ОЕ -Т,.В, 0; 3). (17} 
Таким образом, справедлива следующая 


ТЕОРЕМА 1. Совокупность всег спектральных функций заминутоге 
симмет рического оператора задается формулой (17). 


$ 2. Операторы © индекеом дефекта (1,1) 
Пусть теперь М, — произвольный замкнутый симметрический оператор 
с индексом дефекта (1,1); применим к нему формулу (17). Для этого 
отметим прежде всего, что в силу (6) 52 в (') при любом ^., А +0. 


4119) < Чт 9, =1. С другой стороны, доля:но быть Чи Е ®5) = 


а и > = = 2 . 3 
= Чт (35 @ 9)%), следовательно, либо Чит 3), = 41 3), 0, либо 
фт 9%; = Чит 9%, =1. Отбрасывая нока первый случай, обозначим 
через °, Ь = нормированные элементы 9%. и 9%... Тогда 
1 1 1 2 2 а 
98=(8,$)$, 91= р $) %,; (18) 
- . 1 1 
‹ › ТОГО; 1 мо; лож — ел у = 04 
кроме того; мы У ти $7 = : . 1% 19 9, 
= В ф ТФ. —=1%,; ИФ, = $, Матрица | 81; очевидно, уни- 
тарная, следовательно, [8-1 =4 д ай р 2-88 =0. От-. 


сюда 


ЕСТЬ У 5 (= — вх, (19} 
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где |с|=|“|=1. При «=1, В=у=0 и, (в) соответствует расширению 
первого рода [см. (°), стр. 53]. Тем самым включается ‘ранее отброшен- 
ный случай Чип 9% = аа 9% =0. Подставляя все эти выражения 
в (13), (14) и (15), получим: 


(в, Чы=--ЮЕЫ,, ФО —^) 86, Фо 
К 
О.о = — (Е, 0, [2 Фа + 
ут е, 9, 
=—0;—Ю я, ФО. УТ— а? ._ ож 


г ст (4 2 $; а ^ 
откуда _ 
(в, $) =[-(,—Х) (® р в 5-0 в. (ф, ФЕН 


+ 0, —^) ($, $) УЕ? (20) 
00 8=(— (0, —^) (&, $) +0,—№ ©, и 
+ 0. —^) (41, ©) УТ а], (21) 


) ети 2 2 
0= (^, —^) = 1—1“ ^* ($, ЕЕ (^ —^) ($; .,ф)— 
—(\,—^) (ф,, $) зом. (22) 


Решая уравнения (20), (22) относительно &, д и подставляя их выра- 
жения в (21), получим 


1 (%—А) (, $) 5 —1% =) ( у , .ф у в 
0..0, = , ии (3) 


Я, #5 (%—1) р. т 
где (для краткости) положено 


$ = [(^, —^) + (0% —^) (, ‚ %;) ) ас, 
Т= (^. ыв *) ($, ф)а-Е („—^) ($ $) 5“. 


В этой формуле $ зависит только от Н,, тогда как \? зависит от выбора 
Н,, т.е. от выбора расширения Н оператора Н,. Займемся теперь 
определением степеви произвольности входящих в (23) скалярных 


произведений элементов фт. 
Пусть ПО, — трансформация Кели Н,, соответствующая \,; мы можем 


расширить 0, до унитарного оператора И в 9, полагая, например, 
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фу = Обозначим через Е, (№) спектральную функцию 0; тогда, для 
0 '^5 
в 
любого №Е$,, (№ = \ еь Е, (в) №. Положим 
0 


ос 48, (8) $ 
= —— =, Шюх 24 
. А О С ) 
и докажем, что 29), т. е. что &) ‘ортогонален ко всем Н,], — 
—/,, » ЕЭ(Н,)- Мы имеем: = —Ф-+О., Н,/, = — № + №О,ф, 
фЕЗ (0 ,). Отсюда 


НР, — А, = (№—^) П.9— (%—^) = (0, —^)ОФ—(,—№)Ф= 


Ро 
=} 10,0, —%) 148, (в) 9; 
следовательно, 
(в, Н/,—К).) = (4 9)=0, 


ибо Ф, как элемент №, ортогонален кф— элементу 2 (И,) = Ве (ИН, —^4). 


Кроме того, очевидно, что 8-0, так что мы можем положить 


1 
Е следовательно, (й, $.) = (#, в) | ° 


р (№) = (Е, (№) , $; о {в) — неубывающая функция в интервале [0, 2], 
р(0)=0, (2=—0) =4 и 


$ 


2 
; Введем обозначение 


т 
а ий 46 (в) 
и 8 (%—2)е*——1) 


эт р (25) 
2 2 йа до 
(Ч, в) =, в) = \ ——_ 45 (в) 
9 


ет АВТ 


Докажем, что когда Ё, (№). пробегает все спектральные функцим Н,, 
то р(р) пробегает все неубывающие функции в [0,2 =], удовлетворяющие 
условию: р (0) =0, р(2Жж— 0) =1. В самом деле, если р (№) —такая функ- 
ция, то реализуем 9, в виде пространства функций / (2), О<х<х м, 
р" 
для которых \ 17 (2) | * 4 (2) < + и положим там И}(7)=е}(х), 
Г. 
$, = 1. Оператор 0, рассматриваемый только на ®, © {© }, будет транс- 
формацией Кели некоторого эрмитовского оператора Н, в 9,. Чтобы 
в этом убедиться, достаточно показать, что при ФЕ, ©) {9%}, Ф- О ра- 
венство Иф=ф невозможно. Но Оф=ф означает, что (е“—1)%(5) =0 
почти всюду в [0, 2ж] относительно р (2), следовательно, ф(1) =0 при 
О: Поэтому Ф-Е= 0 лишь тогда, когда скачок До (0) функции р (5) 


в точке х=0 отличен от нуля. С другой стороны, условие ф 1 $. Дает 
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0 = \ (2) 1. (2) 42) =$(0)46 (0), +(0)=0, 
0 


так что Ф=0. 

Итак, (0 есть трансформация Кели некоторого Я,, которому соот- 
ветствуют расширения Н оператора Н,. Эти расширения определяют 
спектральные функции Ё, (2) оператора Н,, каждой из’которых соот- 


ветствует заданная функция р (р), ибо в данном случае Ё, (и) о (2) =& 
при «ри =0 при х-> в; следовательно, 
ПЗ 
2 2 
(Е.Ф, в) = | 4) =. 
9 
хп а 
При произвольных таких р(ь) формула Р, (2) = \ Е 4р(ь) дает 
е 
д 


общий вид функций, аналитических внутри единичного круга и удовле- 
творяющих там условиям Ве К, (2) >0, Р, (0) =0 [см. (*)]. Но, когда 


№—А 
1тА. 1^, < 0, точка == ”—= ‘заполняет единичный круг и, следова- 


0—4 
тельно, 
2 > 
в _№—А 
Ж№—А 
| 
—5Я 


будет общим видом функций, аналитических в полуплоскости. 
10 ^ . НаХ, С 0 и удовлетворяющих там условиям: Ве Р, > 0, РЁ, (\,) =4. 
Однако, в силу (25), 


1-Е, (^)=20,—^) ($, 6), 
4—2, (\)=20,—№) (8), 


и, следовательно, 


о обо О у 


О) = и ро $ 
и ) АР, (4) №—А чо 8) №—А ч, $.) 


будет общим видом функций, аналитических в полуплоскости 
10) . 1а^ С 0 и удовлетворяющих там условиям | Ё, (\)| < 1, Р, (\,) =0. 
С другой стороны, в силу (26), 


-—Ю(, +, в) Р, (дит, 
а (%—4) о $ +а,—^ (фр ) с а. (Ао, 
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последнее же выражение есть произвольная функция Ё(\), аналити- 
ческая в полуплоскости п ^ . 1 )\ < 0 и удовлетворяющая там условию 
120) <1. Поэтому (23) перепишется в виде 


‚ 4 4, й )Е (1) —(№ — 4, $) 


ба 1 РЕ] г 
68 5 Ра-@,-9 вЫ ох 


а (17)—в виде: 
чвцю Е (Н, Аа (в, Фи 


д %—1) ($, Е р о ‚$)%, 


(п Х. Пе ^Х 0). 
Итак, имеет место 

ТЕОРЕМА 2. Совокупность всех спектральных функций замкнутого 
симмет рического оператора с индексом дефекта (1,1) задается формулой 
{27), где Е (\)— произвольная функция, аналитическая в полуплоскости 
п». Па < 0, удовлетворяющая там условию |Е(\)| <1. 

Отметим, что знак равенства в последнем неравенстве возможен 
лишь тогда, когда Ё(») есть константа по модулю, равная единице. 
Получающаяся при этом спектральная функция Е, (в) соответствует 
самосопряженному расширению первого рода оператора Я, . 


$ 3. Применение к етепенной проблеме моментов 
Пусть оператор Н, с ивдексом дефекта 1,1 задан матрицей Якоби 


№53. мбиебуе 0 


и некоторой полной ортонормальной системой &,, &,, ... в сепарабель- 
‘ном пространстве %,. Тогда [см. ("), стр. 303—305] все решения про- 
блемы моментов 


со 


5, = (Нав, 8.) = \ в" 4 (в), п=0,1,2,. 


— со 


определяются равенством с(в) = (Ё, (в) &,, &,), где Е, (в) пробегает все 
<спектральные функции Н,. Кроме того, можно положить 


аа т т ор к (^). Въ». 
ь РИ 
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где 
`Р=И, Р, 0) ==“, 
ав. 
Е 61 
Тогда 
г У! Рь (Я) Ок (4) 
. В 
((н,-му (в Бо в.)= = > ть 
У [Г Рь (А) к=1 р к (А) 
к-1 


где 0,(\)= И д (№) не зависит от выбора решения с (в), 
Рь (1) — Рк (в) 
Ри 


8 =, и умножая это равенство скалярно на &,, получим 
+ 


ибо — полином относительно р. Поэтому, полагая в (27) 


К= 
И ыы = 5-е 


\ 


оо 1—4 УР й й 
ри а-+( ) УР» (1) Ок (1) 
То #—4) У|Рь (4) 
К=1 
0-2) (У РР (1)) Е (4) — №-4) Хр Рк (4) 


4- 1 р К—=1 =. . (28) 
(1-— ду |ГРк (1)? (%— Л) (У Рь (4%) Рь(4)) Е (4) — (& 4) У» (4%) Рь (1) 
К=1 К=1 Е 


Нримёняя формулы 


„ [Ра+и (2) Р» (У) — Рь (2) Ричи (9)] = (#—9) У Рь (=) Рь У), 


ея 1 


в [Ола (7 ) 0 9— О» (1) Овли (у)] = (2—9 хо 1) 9» (у), г (29) 
В, [Ол+1 (2) Р» (У) — О» (2) Рич (9)] = —и 26) ) Ру 


легко преобразовать (28) к виду 


© + (А — №) 5» Рь (%) Ок (4)] Е (4) — 1-4 — №) У Рь(№) Ок (4) 
: (А — №) у Рь (4) Рь (1) Е (4) — [(4 — №) У» (5) Р» @)] 
К=1 = 
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Полагая в (30) 


[-1+№ У ое р (1 $ (4) — № Зв (0) Рь а) 
Е(^)=- Ее (31) 
[- 1+ 20 О» (0) Рь (4)] $ (4) —№ УР, (0) Рь (%) 
= =1 


и применяя снова (29), получим известную формулу Неванлинна 


и Я У! 0% (0) 9х (41 9 (4) — М+А У, Рь (0) Ок 9] 
4 (в) к—1 к 


И -1 У 0% (0) Рь (4) 3 (А) УР» (0) Р» (4)] 
К=1 К=1 


причем, в силу (34), (^) пробегает оовокупность всех функций, анали-. 
тических в полуплоскостях 1^`>0, ^<0 и удовлетворяющих 
условию 1тф(^). Па > 0. 


Поступило 
15.11. 1943. 
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М. А. МЕОМАВК. ОМ ЗРЕСТВАГ ЕОМСТГО № ОЕ А ЗУММЕТВТС ОРЕВАТОВ 


БОММАВУ 


11 {№13 рарег ме 21уе а шеШо4 10 п а зреста! Гапсйопз оЁ а 
рлусп зуштейлс орегафог Н,. 

То Из рогрозе, уе изе {Ве гезаз ап пофамопз о#('). И И, 1за 
с1озе4 зуттейте орегаюг ш $5,, 9%, 9, =5—9,, апа 4115, > ата %, 
\Веп еуегу зресйга] гапспоп Е, (№) оЁ Н, 13 б1уеп Бу Е, (в) =Е ‚Е (р) 6, 
#65, уВеге Е 13 \№е ргодесоп т $ ифо ©, апа Е(в) 13 ит зрёста1 
Гарсйоп оЁ а зе]{-а4 011% ех{епяоп Я оЁ Н, ш ®%. 

‚ Озш& Фе Зйеез 1пуегяоп Гогпа]а ме Чейпе Е, (в), И 


ЧЕ, (8 ЧЕ (ВЕ В 
( п, МЕНЕ, (НМ) 8 (1) 


/ 


{ог аЙ Х, Юл =0 ап4 а 2Е®, 13 Кром. 
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Рш /=(Н—№1) 18; \Веп [зее (*), ТЪеогеш 3] 
= — ФН (Оф, +0.) 1, —Ф,-+ (И „Ф.Н О, (2) 
Н/=Н,/, — АФК (И 1,0 ,.Ф,) Е Н./, — 9, + ^(И не, .,). (3) 
'ТЬеве едтаНопз ипр\у: 
в=Н/—мМ=Н,, — А -+0-—Юф Ну, —№.+0-—№ 9. (4) 


Аз 865,, \е Вауе в=Н,, М -+О-—^)Ф,; Н,},—).}, + (А —Х)ф, =0, 
1, =0, ф› = 0, Ни =(1— ОЕ, (.—Х)ф, = Оуё, `увеге 0; 13 1Ве 
рго]есйоп ш 5, имо 9%. 1епсе 


Е (Н— 1) *8=Е =} — ФНО ф, = 
= 1 1 1 1 р 
о „9; 8. (5) 
Те №, Ш, =0 Ъе Нхеа. Ри 


о о 
ра в = д8 ПЕ. 8 Оно 


\№еп, арр!ушс (2) ап (3) №0 # ап Х, 1а\еа о{ © ап@ Х,ме ве: 
оО, 
ЕЯ 8 Е] их 8 И 21 == 
= Ла — "1 (Уфа + И,:$2) + В — $2 + (У: НУ), 


й 1 4 т А 1 
о, = 


== Е, — $ Е № (И.Ф = У, , 9) —е НТ — 2 -Ё № (И фи У „.Фз), 
УВеге /°, $’, $’, Уж аге \\е [,, Ф,, $,, Ик сотгезроп@ тя 40 №, ТВезе 


1 
еапаоптз пору: 


= — (0, —^) 9$ 0,—^) 9, (Ув И,,9), (6) 
0..0; 8—= (^\«—^) 9$ (^.—*) 0х (791 Е У, $3), (7) 
0= —(^—^) О, —^) 0 (У Ф-Т 9). (8) 


` Еацайопз (6) ап@ (8) зВо\ {Ваф 
я= В.О в, = В, Ох, (9) 


` зреге В), В, аге \оицп4е орегафогз Нот 9 имо 9%, ап 9%, ге- 
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вресмуе]у, сотр1ейе]у 4е пед Бу 1№е орегафогз О 0, 0, У;к агеаду 
Кпоуп. Непсе ьу (7) апа (5) 


аЕ, (в) 8 _ = 1 - 
| ВЯ =(Н ‚—^1) а м 


—^= Я 


2 0,68 а № 


20; (И.В, 0:8 ВЯ (10) 


ТНЕОВЕМ 1. Тфе 5её о} а] зресёта }ипсвопз о} а с105е4 зут- | 
‚ тес орегаёот 1$ еп. 6у (10). 

Оз1пя 4613 гези]ф $0 ап агЬБбтагу зушшейас орегафог Н, \ИЪ 1Ве 
дейслепсу ш4ех (1,1) ме ве: 

ТНЕОВЕМ 2. Т4е 5её о} а зресётай шпе оп 0} а сое 5ут- 
_ тете орегаёог тив йе аерйсепсу атаех (1,1) 15 поеп 59 


ЧЕ, (в —ы я 
\ Я (Н, — 4) 1 [в — (в, 0) — 


р 1 «Р-Р, Ра) -%-94,) 
1—2, = о. РО 9, $) 


5) ы, (И) 


треге \ЕЗе, | |=1 апа Е(\) гипз одега }ратсйопз, апайлуйс т йе 
зетёр1апе о ^. ^^ 0 апа за15рутв Шете айе сопайзоп: | Е (®)| <1 

Рогти]а (11) 1пе]а4ез аз а рагас\аг сазе \№е же Кпо\уа Гога 
‚ о №еуапПиава {ог а] зоааопз о{ {Ше ромег тотепь ргоет. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТТЕТ!\ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ ОЕ 108В$$ 
Серия математическая 7 (1943), 297—298 5еме таветайдие 


С. Н. БЕРНШТЕЙН 


ДОПОЛНЕНИЕ К МОЕЙ СТАТЬЕ «УСИЛЕНИЕ ТЕОРЕМЫ 0 
ПОВЕРХНОСТЯХ ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ КРИВИЗНЫ»* 


И. М. Гельфанд обратил мое внимание на один недочет в моем до- 
казательстве теоремы о поверхностях отрицательной кривизны, который 
я хочу здесь исправить**. А именно, из доказанного мною утвержде- 
ния, что по крайней мере две из четырех областей ©, (р (х, у) < 0) 
и 9, (р (х, у) > 0) находятся целиком между ветвями с; и с, гиперболы 

(4—5?) 3)? — 82° =, (4) 
я вывел (стр. 287), что по крайней мере одна из них ©, обладает свой- 
ством, что, если из некоторой ее точки (1х, у.) можно провести линию 
внутри ©,, во всех точках которой х>4х, их-> о, то ни из одной 
из точек (х,, у,) области @, нельзя провести линии в этой области так, 
чтобы х<х, их->— ©. Это Г-свойство области является единствен- 
ным, как мы сейчас увидим, которое нужно для следующей части 
доказательства. Между тем, упустив из виду возможность а ргюм 
некоторых «патологических» исключений (что и было замечено И. М. Гель- 
фандом), я неточно формулировал выведенное Г-свойство, заменив его 
несколько более узким свойством, что область ®, простирается до бес- 
конечности лишь в одном направлении (724 < 2), которое и было техни- 
чески использовано в указанном месте при установлении основного 
неравенства | 
и (2) > и (0) (<, а), 5 
где и (2) =шахр(х, у) > 0 для точек области ©, (и ее границы)и и (5,) =0. 

Однако при помощи того же рассуждения можно, пользуясь лишь 

тем, что ©, заключена между с; и с,, получить аналогичное неравенство 


и (т) — и (а,) > (и (2.) — и (а,)) (5 15) 


29—00 
при любых а<х,« 1, так как, если бы неравенотво (5 613) не выпол- 


нялось, то функция 
#—@ 


и (у = а (и (,) — и (@,)) и (@«) — р(х, У) (6 513) 
1 о 
* Изв. Акад. Наук, серия матем., УТ (1942), № 6, 285—290. 
** Тот же недочет имеется и в соответствующем месте моей статьи «Об одной 
геометрической теореме и т. д.» (русский перевод в «Успехах математических наук», 
вып. УПЛ). 
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становилась бы отрицательной при 1=%,, у=у, (где р(хь, У,) =и (5), 
так что существовала бы область В, включающая точку 2, у, где ® < 0; 
но это противоречит первоначальной лемме (стр. 286), так как >0 
при х=а,, при х=х,, а также, если р (х, у) < Оприа, < х < 12,. Таким 
©сбразом, «патологический» случай отличается только тем, что мы не 
можем ггрантировать существование абсциссы х., для которой и (2) =0, 
обращающей неравенство (5 15) в неравенетво (5). Но (5 63) может 
сыграть ту же роль дя окончания доказательства, что и (5), если 
есть два таких значения а<®, что и (а) < и(5); Г-свойство области 8, 
нужно было, в сущности, только для того, чтобы обойти это маленькое 
затруднение. 

В самом деле, возьмем две произвольные точки (х,, У.) и (х,, у,) 
внутри ©, где (ль, У) = (2), р(2» У) =и(2,) (2 <2,), и соединим 
их линией Жордана, лежащей в ©,, обозначая на ней через (х,, у.) 
точку с наибольшей абсциссой х,>2,. В таком случае, вследствие 
Г-свойства области ®,, слева от прямой х=х, из области ®, будет сре- 
зана связная часть ее в (р(х, у) > 0), ссдержащая точки (х., У), (2,,У,) 
и (2., 9,), ограниченная прямой х=х, и точками, где р(х, у) =0 
при < х., нричем нижняя грань 2.« 1, абецисс точек области ® 
должна быть кснечна (завися, вообще, от х,), так как иначев обла- 
сти ©, существовала бы линия Г,, исходящая из (х,, 9.), на которой д < т, 
и т—>— ©. Отсюда следует, что неравенство 


и (2, > ии (1) (5) 


могло бы не осуществиться лишь в том случае, когда 


и (т,) > т и (т,). (7) 
Действительно, функция 
(ту (2) (2, 9), (6) 


г * : 
которая не отрицательна на той части границы области о, где 2, < х<%,, 
р(5, у) =0, ` может быть отрицательной в точке (5х, у) (т. е. нару- 
шить (5)) только в том случае, если на прямой т=х, в ©, есть точки, 
где : 


б (ть, у) м и (2,) (2; у.) < 0, 


т, — 20 
т.е. если 


и (2) > и (т). (7) 
Полученная альтернатива ((5) или (7)) дает нам требуемое: и (х,) > и (х,) 
или и(х,) >и(т,) (1. х.<1,), а потому, согласно сказанному выше, 
неравенство (5 №15) вполне заменяет неравенство (5). 

Таким образом, указанный недочет изложения имеет технический, 


а не принципиальный характер. 
Поступило 
28. 1. 4944. 
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